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Kapitel 1

Einfiihrung

Die folgenden Quellen ergénzen und vertiefen das Skript:
- Fiir das Gebiet der Approximationsalgorithmen das Textbuch [Vaz).
(Einige Kapitel des Skriptes folgen der Darstellung in [Vaz].)
- Fiir die lineare Programmierung die Texte [KV05] oder [Van|.
- Fir Teil IIT das Textbuch [ABJ.

Der Text [ACGK] sowie die Webseite http://www.nada.kth.se/~viggo/wwwcompendium
charakterisieren die Approximationskomplexitét einer Vielzahl wichtiger diskreter Opti-
mierungsprobleme.

1.1 Optimierung und Approximation

Wir beginnen mit einer Bemerkung von Vasek Chvatal: ,In den kommunistischen Lan-
dern des Ostblocks in den 60’er und 70’er Jahren war es moglich, intelligent, ehrenhaft
und ein Mitglied der kommunistischen Partei zu sein, aber es war nicht moglich alle drei
Eigenschaften gleichzeitig zu verkérpern.

Algorithmen fiir NP-harte Optimierungsprobleme treffen eine vergleichbare Situation vor:
Wir verlangen, dass sie

1. optimale Losungen bestimmen,
2. in polynomieller Zeit rechnen

3. und dies fiir jede Instanz tun.

Hier gibt es nur einen Ausweg, wir miissen zulassen, dass approximitive Losungen berechnet
werden.
Wir betrachten Optimierungsprobleme der Form

opt, f(xg, ) so dass Losung(xg, z).

7



8 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Mit anderen Worten, die Zielfunktion f(z,xq) ist bei gegebener Instanz x, tiber alle Lo-
sungen r zu xg zu optimieren. Wir unterscheiden also zwischen der Instanz xy und einer
Losung = zu vorgegebener Instanz xy. Wir nehmen an, dass opt € {min, max}.

Beispiel 1.1 CLIQUE besitzt Graphen als Instanzen. Fiir einen gegebenen Graphen xqy =
G sind all die Knotenmengen U Loésungen zu xg, fiir die je zwei Knoten in U durch eine
Kante verbunden sind. Die zu mazimierende Zielfunktion ist die Gréfe einer Knotenmenge.

Wir beschranken uns auf ,einigermafien anstandige® Optimierungsprobleme, namliche auf
solche Optimierungsprobleme, fiir die das Losungspradikat und die Zielfunktion effizient
berechenbar sind.

Definition 1.1
Ein A'P-Optimierungsproblem wird durch das Tripel P = (opt, f, L) beschrieben.

(1) Es ist entweder ,opt = min“ oder ,opt = max*.

(2) Die Zielfunktion f(xg,z) ist durch einen deterministischen Algorithmus in polynomi-
eller Zeit (in |xo| + |x|) berechenbar.

(3) Es gibt einen effizienten Algorithmus, der entscheidet, ob z( eine Instanz fiir P ist.

(4) Zu einer Instanz x( heisst = eine Losung, falls das Pradikat L(xg,z) wahr ist. Die
folgenden Eigenschaften miissen erfiillt sein:

(4a) L besitzt nur polynomiell lange Losungen, das heifit es muss
L(zo, ) = |z| < p(|zol)

fiir ein Polynom p gelten.
(4b) Das Pradikat L(xg,x) ist in polynomieller Zeit (in |zo| 4 |z|) durch einen deter-
ministischen Algorithmus auswertbar.

P = (opt, f, L) heifit ein N'P-Optimierungsproblemen, da die Sprachenversion

<
Decisionp = {(zo, k) | es gibt « mit L(xq,z) und f(xo,x)ik }

zur Klasse NP gehort.

Definition 1.2 (a) NPO ist die Klasse aller N'P-Optimerungsprobleme.

(b) Ein N'P-Optimierungsproblem heifit polynomiell beschrankt, wenn es ein Polynom ¢
mit | f(zo,z)| < q(Jzo|) fir jede Instanz zy und jede Losung z gibt. NPO — PB ist die
Klasse aller polynomiell beschrankten NP-Optimerungsprobleme.

Offensichtlich gehort CLIQUE zur Klasse NPO — PB, wihrend das im néchsten Beispiel
eingefiihrte RUCKSACK Problem keine polynomielle Beschrankung aufweist.
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Beispiel 1.2 Im RUCKSACK Problem sind n Objekte mit Gewichten g; und Werten w;
(1 <i < n) vorgegeben ebenso wie eine Gewichtsschranke G. Der Rucksack ist mit einer
Auswahl von Objekten so zu bepacken, dass einerseits die Gewichtsschranke nicht iiber-
schritten wird und dass andererseits der Gesamtwert maximal ist.

Die Instanz z( spezifiziert also die Gewichtsschranke G sowie das Gewicht und den Wert
eines jeden Objekts. Die Losungen entsprechen genau denjenigen Vektoren z € {0, 1}" mit
g7 <G, esist also

Losung(zo, z) < z € {0,1}" und > g;-z; < G.
i=1

Die Zielfunktion

n
f(IOal’) = Zwi " T
i=1
ist zu maximieren.

Beispiel 1.3 In LINEARE PROGRAMMIERUNG beschreibt die Instanz xy eine Matrix

A sowie Vektoren b und c. x ist eine Losung zur Instanz xy genau dann, wenn
A-xz=bund z >0

gilt. Die Zielfunktion

f(z,20) =c" -2
ist zu maximieren. LINEARE PROGRAMMIERUNG kann als ein NPO Problem aufge-
fasst werden, wenn wir nur Losungen zulassen, deren Beschreibungslange durch die Be-
schreibungslange der Instanz polynomiell beschrankt sind. Dieser Ansatz ist auch verniinf-
tig, da ansonsten Losungen nicht repréisentierbar sind.
In GANZZAHLIGE LINEARE PROGRAMMIERUNG wird zusétzlich noch gefordert,

dass jede Komponente einer Losung ganzzahlig ist. In 0-1 PROGRAMMIERUNG wer-
den schliefllich nur bindre Vektoren als Losungen zugelassen

Definition 1.3 Sei P = (opt,f,L) ein Optimierungsproblem und ¢ : N — R sei eine
Funktion.
(a) z* heifit eine optimale Losung fir die Instanz x, falls

f(zo, x*) = opt {f(xg,x) | z erfullt das Pradikat L(xo,z) }.

Wir setzen optp(xg) := f(zo, z").
(b) Eine Losung x von P fiir Eingabe z( heifit eine e-approximative Losung, falls

opt p (o) f(:vo,ﬂf)}
f(xo, ) " optp(zo) |

e(|xo]) > max {

(c) Ein Algorithmus A heifit Approximationsalgorithmus fiir P, falls A fiir jede Instanz x
eine Losung A(xg) berechnet. Wir sagen:
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- A ist e-approximativ (oder A ist ein e-Approximationsalgorithmus), falls A(z) fiir
jede Instanz xy eine e-approximative Losung ist.

- A besitzt die Laufzeit t : N — N, falls A fiir jede Instanz zy eine Losung in Zeit
t(|zo|) berechnet.

Wir unterscheiden Probleme nach der erreichbaren Approximationsqualitat effizienter Al-
gorithmen. Die néchste Definition fiihrt die APX-Klassen ein, APX steht abkiirzend fiir
Lapproximierbar*.

Definition 1.4 £ : N — R sei eine Funktion.

- ¢ — APX ist die Klasse aller Optimierungsprobleme in N'PO, fir die es O(e)-
approximative Algorithmen gibt, die in polynomieller Zeit laufen.

- Wir kiirzen 1 — APX durch APX ab. APX ist also die Klasse aller Probleme, die
effiziente c-approximative Algorithmen fiir eine natiirliche Zahl ¢ besitzen.

- Eine weitere wichtige Klasse ist log-AP X und poly(log)-APX": Hier sind also jeweils
O(log n)-approximative bzw. poly(log(n))-approximative Losungen erforderlich, wo-
bei n fiir die Beschreibungslange der Instanz steht.

- Schliefllich ist poly-APX die Klasse aller Probleme, fiir die poly(n)-approximative
Losungen effizient berechnet werden koénnen.

Natiirlich sind auch solche Optimierungsprobleme interessant, die beliebig scharf approxi-
mierbar sind.

Definition 1.5 Ein Optimierungsproblem besitzt ein polynomielles Approximationssche-
ma, wenn es einen Approximationsalgorithmus A gibt, der fiir jede Instanz und fiir jedes
0 > 1 eine d-approximative Losung bestimmt; bei fiziertem d muss die Laufzeit polynomiell
in der Beschreibungslénge der Instanz sein.

PTAS (polynomial time approximation scheme) ist die Klasse aller Optimierungsprobleme
mit einem polynomiellen Approximationsschema.

Ein polynomielles Approximationsschema erreicht zwar beliebig scharfe Approximationen,
muss dafiir mitunter aber enorm mit Laufzeit bezahlen. Man beachte, dass zum Beispiel Al-
gorithmen mit einer Laufzeit von n'/(~1) als polynomielle Approximationsschemata gelten:
Fir kleine Werte von ¢ sind solche Algorithmen nicht mehr praktikabel.

Die nachste Definition fiihrt deshalb eine Problemklasse mit scharfen und schnellen Ap-
proximationsalgorithmen ein.

Definition 1.6 Ein Optimierungsproblem besitzt ein volles Approximationsschema, wenn
es einen Approximationsalgorithmus A gibt, der fiir jede Instanz und fir jedes 6 > 1 eine
d-approximative Losung bestimmt. Die Laufzeit von A muss polynomiell in n und 5%1 sein.
FPTAS (fully polynomial time approximation scheme) ist die Klasse aller Optimierungs-

probleme mit einem vollen polynomiellen Approximationsschema.
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Die folgende Aufgabe zeigt, dass volle polynomielle Approximationsschema selten sind.
Aufgabe 1

Wir nehmen an, dass P # NP gilt.

(a) Sei P = (max, f, Losung) ein N'PO Problem, wobei die Zielfunktion nur ganzzahlige Werte annimmt.
Wir betrachten die unére Sprachenversion L} von P, also

Ly = {(x0,1%) | es gibt = mit Losung(zo, ) und f(zo,z) >k }.

Die Instanz x( ist bindr kodiert, wéhrend der numerische Parameter k unér kodiert ist.

Zeige: Wenn L}, N'P-vollstandig ist, dann besitzt P kein volles polynomielles Approximationssche-
ma.

(b) Zeige, dass ein NPO — PB Problem P = (max,f, Losung) kein volles polynomielles Approximati-
onsschema besitzt, wenn

Lp = {(xo,k) | es gibt & mit Losung(zo, z) und f(zo,z) >k }

NP-vollstiandig ist. Hier sind die Instanz zy wie auch der numerische Parameter k binir kodiert.

SchlieBlich bezeichne PO die Klasse aller Optimierungsprobleme in NPQO, die in polyno-
mieller Zeit exakt gelost werden konnen. Beachte, dass wir jetzt die Hierarchie

PO C FPTAS C PTAS C APX C log-APX C poly(log)-APX C poly-APX C NPO

erhalten haben.

Aufgabe 2
Wir nehmen an, dass P # N'P. Zeige, dass APX eine echte Teilklasse von N'PO ist.
Hinweis: Zeige, dass die 0-1 Programmierung nicht in APX liegt.

Wir werden die Klasse PO studieren und feststellen, dass das wichtige Problem der linearen
Programmierung in PO liegt. Danach werden wir versuchen, (volle) polynomielle Approxi-
mationsschemata fiir wichtige Optimierungsprobleme zu entwerfen. Dabei wird sich heraus-
stellen, dass der Nachweis, dass ein polynomielles Approximationsschema nicht existiert,
vollig neue Methoden erfordert: Wir werden deshalb das neue Konzept der probabilistically
checkable proofs (PCP) entwickeln. Beachte, dass der Nachweis, dass kein volles polyno-
mielles Approximationsschema vorliegt hingegen oft sehr einfach ist.

Von grofiem Interesse sind auch die Klassen APX und log —APX, die eine Vielzahl wich-
tiger Optimierungsprobleme enthalten. Unser Ziel wird es dann sein, fundamentale Opti-
mierungsprobleme zu studieren und ,ihre* jeweilige Klasse zu bestimmen.

Wir schlieflen das Kapitel mit einer Fragestellung der parametrisierten Optimierung.

1.2 Parametrisierte Optimierung

Wir fithren n Tests aus, wobei die Ergebnisse einiger weniger Tests stark verfalscht sind.
Leider wissen wir nicht welche Testergebnisse verfalscht sind, sondern nur, dass von einigen
wenigen falschen Ergebnissen auszugehen ist. Um diese Ausreifler zu entdecken, wenden wir
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das VERTEX COVER Problem an: Wir bauen einen ungerichteten Graphen mit n Kno-
ten und setzen eine Kante {i,j} ein, wenn die Ergebnisse des iten und jten Test zu stark
voneinander abweichen. Die wenigen stark verfdlschten Tests definieren die kleine Knoten-
menge X, wobei alle Kanten mindestens einen Endpunkt in X besitzen. Wir nennen X eine
Knotentiberdeckung. Wenn wir Gliick haben, dann ist X eine kleinste Knoteniiberdeckung,
und die Bestimmung einer optimalen Losung von VERTEX COVER ist ausreichend.

Haben wir einen Vorteil in der exakten Losung von VERTEX COVER, wenn wir wissen,
dass ein Graph G = (V, E) kleine Uberdeckungen besitzt? Die Antwort ist erfreulicherwei-
se positiv. Wir nehmen an, dass G eine Knotentiberdeckung der (relativ kleinen) Groe
hochstens K besitzt und suchen nach exakten Algorithmen mit einer Laufzeit der Form

f(K) - poly(n).
Um das Optimierungsproblem zu lésen, geniigt eine Losung des Entscheidungsproblems

Hat GG eine Knoteniiberdeckung der Grofle &7

Durch Binérsuche kénnen wir dann das Optimum mit O(log, K')-maliger Losung des Ent-
scheidungsproblems berechnen, wenn wir wissen, dass G eine Knoteniiberdeckung der Gro-
Be K besitzt. Wann hat G eine Knoteniiberdeckung der Grofle k7 Nur dann, wenn der
Graph nicht zu viele Kanten besitzt.

Lemma 1.7 Der Graph G habe n Knoten und eine Knoteniiberdeckung der Grioffe k. Dann
hat G héchstens k - n Kanten.

Beweis: Eine Knoteniiberdeckung C' C V' muss einen Endpunkt fiir jede Kante des Gra-
phen besitzen. Ein Knoten kann aber nur Endpunkt von hochstens n — 1 Kanten sein und
deshalb hat G hochstens k- (n — 1) < k- n Kanten. O

Wir haben natiirlich die Moglichkeit, alle k-elementigen Teilmengen U C V' zu durchlaufen
und zu uberpriifen, ob U eine Knoteniiberdeckung ist. Aber dies bedeutet die Inspektion
von (Z) Teilmengen. Hier ist ein weitaus schnelleres Verfahren. (G — w ist der Graph G

nach Herausnahme von Knoten w.)

Algorithmus 1.8 VC(G, k)

(1) Setze U = .
/* U soll eine Knoteniiberdeckung der Grofie hochstens k speichern. */
(2) Wenn G mehr als k- n Kanten hat, dann hat G nach Lemma keine Knoteniiber-
deckung der Groe k. Der Algorithmus bricht mit einer ,erfolglos“ Meldung ab.
/* Wir kénnen ab jetzt annehmen, dass G hochstens k - n Kanten besitzt. */
Wenn k£ = 0, dann brich mit einer ,erfolgreich Meldung ab.
/* Fir k = 0 erfolgt also stets ein Abbruch. */

(3) Wabhle eine beliebige Kante {u,v} € E.
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— Rufe VC(G — u,k — 1) auf. Wenn die Antwort ,erfolgreich® ist, dann setze
U = U U {u} und brich mit der Nachricht ,erfolgreich“ ab.

— Ansonsten rufe VC(G — v, k — 1) auf. Wenn die Antwort ,erfolgreich ist, dann
setze U = U U {v} und brich mit der Nachricht ,erfolgreich® ab.

— Ansonsten sind beide Aufrufe erfolglos. Brich mit der Nachricht ,erfolglos“ ab.

/* Die Knoteniiberdeckung U muss einen Endpunkt der Kante {u,v} besitzen. Al-
gorithmus untersucht zuerst rekursiv die Option v € U und bei Milerfolg auch
die Option v € U. */

Aufgabe 3
Ist die Abfrage auf die Kantenzahl in Schritt (2) notwendig oder geniigt die Abfrage, ob Kanten fiir k =0
existieren?

Unser Algorithmus scheint nur méfig intelligent zu sein, aber seine Laufzeit ist dennoch we-
sentlich schneller als die Uberpriifung aller moglichen k-elementigen Teilmengen. Warum?
Algorithmus erzeugt mit seinem ersten Aufruf VC(G, k) einen Rekursionsbaum. Der
Rekursionsbaum ist bindr und hat Tiefe k. Also haben wir hochstens 2% rekursive Aufrufe,
wobei ein Aufruf héchstens Zeit O(n) benotigt.

Satz 1.9 Algorithmus iberpriift in Zeit O(2% - n), ob ein Graph mit n Knoten eine
Knotentiberdeckung der Grif$e hiochstens k besitzt.

Wir konnen also das N'P-vollstandige VERTEX COVER Problem effizient 16sen, wenn k
hochstens ein (nicht zu grofies) Vielfaches von log, n ist.

Man bezeichnet das Forschungsgebiet von Problemen mit fixierten Parametern auch als
parametrisierte Komplexitét.

1.3 Grundlagen aus der Stochastik

Definition 1.10 Sei U eine endliche Menge.
(a) Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber U ist eine Funktion 7 : U — [0, 1], so dass
ZuEU W(U) =1

(b) Die Elemente von U heifilen Elementarereignisse, Teilmengen von U heifien Ereignisse.
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses V' C U wird durch

prob[V] = Z m(u)

ueV

definiert.

(c) Esseien V; und V3 zwei Ereignisse. Dann ist

prob[Vi N V5]
prob[V3]

die bedingte Wahrscheinlichkeit von V; beziiglich V5.

prob[ V1 | Vo | =
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(d) Eine Zufallsvariable tiber U ist eine Funktion X : U — R. Der Erwartungswert von
X wird durch

und die Varianz durch

definiert.

Beispiel 1.4 Die Gleichverteilung oder uniforme Verteilung auf U weist jedem Ele-
mentarereignis v € U die Wahrscheinlichkeit % Zu.

Wir werfen eine Miinze n-mal und definieren die Zufallsvariable X als die Anzahl der
Versuche mit Ausgang Wappen. (X ist also iiber U = {Wappen, Zahl}" definiert.) Wenn
p die Wahrscheinlichkeit fiir Wappen ist, dann ist

n

TR

p = (po,...,pn) ist die Binomialverteilung mit den Parametern n und p. Beachte, dass
E[X]=n-pund V[ X |=n-p-(1—p).

Wir werfen solange eine Miinze, bis wir den Ausgang Wappen erhalten. Die Zufallsvaria-
ble X halte diese Anzahl der Versuche fest. (Die Zufallsvariable ist tiber U = { Zahl" -
Wappen | n € N} definiert. Diesmal sind also abzéhlbar unendlich viele Elementarereig-
nisse gegeben.) Wenn p wiederum die Wahrscheinlichkeit fiir Wappen ist, dann ist

pk:prob[X:k]:(l—p)k_l-p.

p = (po, - - .) ist eine geometrische Verteilung. Beachte, dass

B =Y k- (=) p =

Aufgabe 4
Uns steht eine stochastische Zufallsquelle zur Verfiigung, die das Bit 0 (bzw. 1) mit Wahrscheinlichkeit %
ausgibt.

- Gegeben ist eine Zielverteilung (p1, ..., pn). Entwirf einen Algorithmus, der mit Wahrscheinlichkeit
p; den Wert ¢ ausgibt und dazu in der Erwartung nur O(log(n)) Bits aus der Zufallsquelle benotigt.
Beachte, dass p1,...,p, beliebige reelle Zahlen sind.

- Bestimme die worst-case Zahl von Zufallsbits, mit der das obige Problem fiir p; = py = p3 = %
gelost werden kann.

Aufgabe 5

Wir spielen ein Spiel gegen einen Gegner. Der Gegner denkt sich zwei Zahlen aus und schreibt sie fiir uns
nicht sichtbar auf je einen Zettel. Wir wahlen zufillig einen Zettel und lesen die darauf stehende Zahl.
Sodann haben wir die Moglichkeit, diese Zahl zu behalten oder sie gegen die uns unbekannt gebliebene
Zahl zu tauschen. Sei x die Zahl, die wir am Ende haben, und y die andere. Dann ist unser (moglicherweise
negativer) Gewinn = — y.
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- Wir betrachten Strategien S; der Form ,, Gib Zahlen < t zuriick und behalte diejenigen > t*. Analy-
siere den Erwartungswert E, ,(Gewinn(S;)) des Gewinns dieser Strategie in Abhéngigkeit von ¢,z
und y.

- Gib eine randomisierte Strategie an, die fiir beliebige & # y einen positiven erwarteten Gewinn fiir
uns aufweist.

Beispiel 1.5 Das Sekretiar Problem.

Wir moéchten eine Stelle mit einem moglichst kompetenten Bewerber besetzen. Wir haben
allerdings ein Problem: Wann immer sich ein Bewerber vorstellt, miissen wir am Ende des
Bewerbungsgesprachs dem Bewerber absagen oder aber zusagen (und damit den Bewer-
bungsprozess beenden). Gibt es eine Strategie, die es uns erlaubt mit guter Wahrschein-
lichkeit die beste Bewerbung auszuwéhlen?

Im allgemeinen Fall ist die Antwort sicherlich negativ: Wenn die erste Bewerbung bereits
die beste ist, dann wird es uns schwerfallen sofort ,,zuzuschlagen®, da ja noch viele andere,
moglicherweise bessere Bewerbungen anstehen. Erstaunlicherweise ist die Antwort aber
positiv, wenn wir fordern, dass

e die Zahl n der Bewerber von vornherein bekannt ist und

e dass die Bewerber in zufalliger Reihenfolge zum Bewerbungsgespréch erscheinen.

n Bewerber By, ..., B, werden also eingeladen und ihre Reihenfolge m wird zuféllig nach
der Gleichverteilung ausgewtirfelt. Nach dem Gesprach mit Bewerber B; vergeben wir eine
Note N;. Wie konnen wir einen Bewerber mit hochster Note N; auswahlen, obwohl wir
nach jedem Gespréch zu- oder absagen miissen? Wir betrachten die folgende Strategie fiir
einen Parameter r mit 1 <r <n:

(1) Wir sagen den ersten r Bewerbern ab, bestimmen aber die Héchstnote N, die von
einem dieser Bewerber erreicht wird.

(2) Wir sagen dem ersten verbleibenden Bewerber zu, der eine bessere Note als N erhalt.
Wird die Hochstnote nicht mehr erreicht, dann sagen wir dem letzten Bewerber zu.

Wie gut ist diese Strategie und insbesondere, wie sollte r gewahlt werden? Wir nehmen
an, dass der beste Bewerber an Position opt erscheint. Wenn opt < r, dann haben wir
verloren, denn wir haben dem besten Bewerber abgesagt.

Nehmen wir also an, dass opt > r gilt, und der beste Bewerber bleibt also im Rennen.
Beachte, dass wir genau dann erfolgreich sind, wenn der zweitbeste unter den ersten
opt Bewerbern zu den ersten r Bewerbern gehort, also automatisch abgewiesen wird.
Warum?

- Wenn der zweitbeste zu den ersten r Bewerbern gehort, der beste aber nicht, dann
wird unsere Strategie den besten Bewerber auswéhlen.

- Wenn der zweitbeste nicht zu den ersten r Bewerbern gehort, dann wird unsere Strate-
gie den Bewerbungsprozess vor dem besten Bewerber abbrechen, denn der zweitbeste
erscheint ja vor Position opt.
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Der zweitbeste kann an jeder der opt—1 Positionen erscheinen. Wenn also opt > r gilt,
dann erscheint der zweitbeste mit Wahrscheinlichkeit r/(opt — 1) unter den ersten r Bewer-
bern und damit ist r/(opt — 1) die Erfolgswahrscheinlichkeit unserer Strategie. Der beste
Bewerber erscheint mit Wahrscheinlichkeit 1/n auf irgendeiner fixierten Position und die
Erfolgswahrscheinlichkeit p unserer Strategie ist

"1 r
p= — - :
optZ;Jrl n Opt -1

Wir approximieren die Summe durch das entsprechende Integral und erhalten

p— 3 LT zr-/: Lar =T i) () = =~ (D).

opimp1 ™ opt =1 n Je=rx n n n

Um die Erfolgswahrscheinlichkeit zu maximieren, miissen r so bestimmen, dass

r r
— " .In(=
1) =~ w(5)
maximiert wird. Alternativ miissen wir das Maximum von g(z) = —z - In(z) tber dem

Intervall [0, 1] maximieren. Wir differenzieren und erhalten

g (x)=—In(x) —z- ; = —In(z) — 1.

Wenn wir ¢'(z) = 0 fordern, werden wir auf
In(z) = —1
und damit auf x = 1/e gefiihrt.

Satz 1.11 Betrachte die Strategie, die die ersten r = n/e Bewerber ablehnt und den ersten
Bewerber akzeptiert, dessen Note mindestens so hoch ist wie die der ersten r Bewerber.
Dann wird der beste Bewerber mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefdhr % bestimmd.

Als Néchstes beschreiben wir das ,Monty Hall Problem®. In einer Game Show ist hinter
einer von drei Tiren ein Preis verborgen. Ein Zuschauer rat eine der drei Tiiren und der
Showmaster Monty Hall wird darauthin eine weitere Tiir 6ffnen, hinter der sich aber kein
Preis verbirgt. Der Zuschauer erhélt jetzt die Moglichkeit, seine Wahl zu andern. Sollte er
dies tun? Wir betrachten die Ereignisse

- P;, dass sich der Preis hinter Tiir ¢ befindet,
- Z;, dass der Zuschauer zuerst Tiir ¢ wahlt und

- M;, dass Monty Hall Tiir ¢ nach der ersten Wahl des Zuschauers 6ffnet.
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Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass der Zuschauer zuerst Tir 1 wéhlt und dass Monty Hall
darauthin Tir 2 offnet; desweiteren nehmen wir an, dass der Zuschauer wie auch Monty
Hall seine Wahl jeweils nach der Gleichverteilung trifft. Wir miissen die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten prob[ Py | Z1, My | und prob[ Ps | Z1, My | berechnen und beachten, dass
prob[ P, | Zy, My | + prob| Ps | Z1, My | = 1 gilt, denn der Preis befindet sich nicht hinter
der gedffneten Tiir 2. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeiten ist

prob[ P, | Z1, My | - prob[ Zy, Ms] = prob[ Zy, My | Py ] - prob][ P, | und
prob[ Py | Z1, My | - prob[ Z;, Ms] = prob[ Zy, My | P3| - prob| Ps |.

Wir bestimmen jeweils die rechten Seiten und erhalten

1 1.1
prob| Py | Z1, My | - prob| Zy, M) = (= - =) - =,
3 27 3
denn Monty Hall kann die Tiiren 2 und 3 6ffnen. Andererseits ist

1 1

prob[ Ps | Z1, My | - prob[ Zy, My = (§ 1) - 3

denn Monty Hall kann nur Tiir 2 6ffnen. Also ist

prob[ Py | Zy, My | - prob| Zy, Ms] = 2 - prob[ Py | Zy, My | - prob| Zy, M|

und wir erhalten prob[ Ps | Z1, My | = % und prob| P | Z1, M, | = %: Der Zuschauer sollte
seine Wahl stets éndern!

Eine kompaktere Argumentation ist wie folgt: Sei W die Zufallsvariable, die die erste Wahl
des Zuschauers beschreibt und sei T' die Zufallsvariable, die die richtige Tir beschreibt.
Dann findet die Anderungsstrategie genau dann die richtige Tiir, wenn W und T unter-
schiedliche Werte annehmen und dieses Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit % Fazit: Mit
hoherer Wahrscheinlichkeit war die erste Wahl schlecht und wird durch die veranderte
Wahl richtig.

Definition 1.12 Zufallsvariablen X1, ..., X, heilen unabhéngig genau dann, wenn fir alle
T1,...,0, €R

prob[ X; =21 A+ A X,, =z, | = I ;prob| X; = x; |.

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, heiflen k-fach unabhangig, wenn X;, , ..., X; , fir jede Teil-
menge {iy,...,it} C {1,...,n} von k Elementen, unabhéngig sind.

Beachte, dass wiederholte Experimente unabhangigen Zufallsvariablen entsprechen. Unab-
hangige Zufallsvariablen X, ..., X,, sind k-fach unabhéangig fiir jedes k < n. Die Umkeh-
rung gilt im Allgemeinen nicht.

Aufgabe 6
Konstruiere Zufallsvariablen X, X5, X3, die 2-fach unabhéngig, aber nicht unabhéngig sind.
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Aufgabe 7

Eine stochastische Zufallsquelle liefert Nullen und Einsen, wobei jedes Zeichen unabhéngig von der Vor-
geschichte ist und die Wahrscheinlichkeit fiir eine Eins konstant p ist. Wir haben Zugang zu einer solchen
Zufallsquelle @, kennen aber die Wahrscheinlichkeit p nicht. Unsere Aufgabe ist es aus dieser Zufallsquelle
eine stochastische Zufallsquelle zu konstruieren, die eine 1 mit Wahrscheinlichkeit 2 5 erzeugt. Wir erhal-
ten also den Ausgabestrom von ) und miissen aus den Bits neue Zufallsbits generieren. Dabel soll die
erwartete Zahl der zwischen zwei neu generierten Bits verarbeiteten Zeichen aus () den Wert W nicht
iiberschreiten.

Wie kann diese Konstruktion gelingen?

Hinweis: Betrachte zwei aufeinanderfolgende Bits von Q.

Beispiel 1.6 Bestimmung des durchschnittlichen Gehalts ohne das eigene Ge-
halt preiszugeben.

n Personen 1,...,n wollen ihr durchschnittliche Gehalt berechnen, aber keiner mochte
dabei sein eigenes Gehalt mitteilen. Wenn alle Personen ehrlich sind, dann ist das durch-
schnittliche Gehalt korrekt zu bestimmen; wenn hingegen irgendwelche k& Personen unehr-
lich sind, dann sollten sie nicht mehr als die Summe der Gehélter der restlichen n — k
Personen in Erfahrung bringen konnen.

Algorithmus 1.13 Ein Protokoll

(1) M sei eine Zahl, von der bekannt ist, dass M grofer als die Summe der Gehalter ist.

Jede Person ¢ wahlt zufalhg Zahlen Xi,h c 7Xi,i—17 XZ',Z'—H? Ce X@n € {0, e M — 1}
und gibt X; ; an Person j weiter.

(2) Wenn G; das Gehalt von Person i ist, dann berechnet i die Restklasse
S; =G + z": Xji— z": X, ; mod M.
JyF 37
Schlieflich wird S; bekannt gegeben.
(3) Jede Person i gibt S; bekannt und berechnet dann Y-, S; mod M.
Kommentar: Wenn alle Personen ehrlich sind, dann ist

ZSmodM ZGJFZXN—ZX”-modM ZG mod M = ZG

1,5,571 1,5,J7%

Also ist % - >2; 55 das gewtinschte durchschnittliche Gehalt.

Warum ist dieses Protokoll sicher? Angenommen die letzten k Personen sind Betriiger. Wir
setzen S = G+ 327~ r i X — ZJ 1j2i iy mod M. Eine ehrliche Person i veroffentlicht

Si = Sz* + Z Xjﬂ' — Z Xi,j mod M.
j=n—k+1 Jj=n—k+1
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Beachte, dass Z?;lk S = Z?:_lk G;.

Aufgabe 8
Zeige: Jede Wertekombination (s3, ..., s’ _,) der Zufallsvariablen S5, ..., S _, wird mit Wahrscheinlichkeit

M~("=k=1) ausgegeben. Also sind die Zufallsvariablen S, ..., S _, unabhingig.

Als Konsequenz der Ubungsaufgabe sind die Zufallsvariablen Sj,...,S* , unabhingig
und gleichverteilt in {0,..., M — 1}. Man mache sich klar, dass diese Aussage auch fiir
So, ..., S,_k gilt und die Betriiger lernen nichts, da jede Folge von n — k — 1 Werten mit

Wahrscheinlichkeit W auftritt. Nur durch die Hinzunahme von S; kénnen die Betrii-

ger mit Hilfe der Beziehung 7= S} = S7-) G; das Gesamtgehalt der ehrlichen Personen
bestimmen.

Lemma 1.14 Seien X und Y Zufallsvariablen.

(a) Es ist stets E[ X +Y | = E[X] + E[Y]. Wenn X und Y unabhdingig sind, dann gilt
E[ X Y] =E[X] E[Y]

(b) FEsist stets V[a-X +b]=a*- V[ X].
Wenn X und Y unabhdngig sind, dann ist V[ X +Y | =V[ X |+ V[Y |].

(c) Es seien Vi und Vy zwei Ereignisse. Dann ist stets
prob[ V1 U Vy | < prob[Vi] + prob[Vs].
Wenn Vi und Vy unabhdngige Ereignisse sind, dann ist

prob[ Vi N Vy | = prob[V4] - prob[Vs].

Aufgabe 9
Zeige E(X -Y) = E(X) - E(Y) fir unabhéngige diskrete Zufallsvariablen X und Y.

Aufgabe 10
Wir nehmen in einem Casino an einem Spiel mit Gewinnwahrscheinlichkeit p = 1/2 teil. Wir kénnen
einen beliebigen Betrag einsetzen. Geht das Spiel zu unseren Gunsten aus, erhalten wir den Einsatz zuriick
und zusétzlich denselben Betrag aus der Bank. Endet das Spiel ungiinstig, verféllt unser Einsatz. Wir
betrachten die folgende Strategie: i:=0
REPEAT

setze 2'$

i:=i+1
UNTIL(ich gewinne zum ersten mal)
Bestimme den erwarteten Gewinn dieser Strategie und die erwartete notwendige Liquiditit (also den
Geldbetrag, den man zur Verfiigung haben muss, um diese Strategie ausfithren zu kénnen).

1.3.1 Abweichungen vom Erwartungswert

Die folgenden Abschétzungen sind besonders hilfreich, wenn Abweichungen vom Erwar-
tungswert untersucht werden.
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Lemma 1.15 Sei X eine Zufallsvariable.

(a) Die Markoff-Ungleichung fiir eine Zufallsvariable X > 0 and a € Ry
E[X]

a

prob[ X > a ] <

(b) Die Tschebyscheff Ungleichung:
VIX]

prob[ | X —E[X]| >t] < v

(¢) Die Chernoff Ungleichungen: Xy, ..., Xy seien unabhdngige bindre Zufallsvariablen,
wobei p; = prob| X; = 1] die Erfolgswahrscheinlichkeit von X; ist. Dann ist E =
SF | ps die erwartete Anzahl von Erfolgen und es gilt

k 65 F _g.B2
rob| iX' <(1-8)-E] < <€_B>E < B2
b = - \d=-8rr)

fir jedes 5> 0 (bzw. 0 < f <1 im zweiten Fall).

Beweis (a): Nach Definition des Erwartungswerts ist

EX] = > w(u) X(u)

uelU

> > w(u) - X(u)

uwelU, X (u)>a
> prob[ X >a]-a.

(b) Wir wenden die Markoff-Ungleichung mit a = #* fiir die Zufallsvariable (X — E[X])?

an und erhalten )
E[(X - E[X))’)

12
Offensichtlich ist | X —E[X]| >t < (X —E[X])? > ¢* und die Behauptung folgt, wenn wir
beachten, dass
E[ (X —E[X])?] = E[X?-2X-E[X]+E[X]’]=E[X? - 2E[X]* + E[X]
= E[X?] - E[X])?=V[X].

prob[ (X —E[X])? > *] <

(c) Wir zeigen nur, dass die erste Abschitzung gilt und stellen die zweite Abschitzung als
Ubungsaufgabe. Wir erhalten mit der Markoff-Ungleichung fiir beliebiges o > 0

k
prob[ > X; >¢] = prob] e Vi Xi 5 ot ]

=1
efa-t . E[ea-Zle Xi]
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In der letzten Gleichung haben wir benutzt, dass E[Y] - Y5] = E[Y;]- E[Y3] gilt, wenn Y] und
Y, unabhéngige Zufallsvariablen sind. Wir ersetzen ¢ durch (1 + () - E, o durch In(1 + 3)
und erhalten

k
prob| ZXi >(1+p5)-E] < o~ (14+8)E I Rfeo]

i=1
= (L+8)"WF I E[(1 + 8)%).

Die Behauptung folgt, da E[(1 + )% ] =p;(1+8)+ (1 —p;)) =1+ B - p; < ePPi, O

Aufgabe 11

Fir g <1 gilt stets ﬁ = f-(1+H)I(1+5) < —B*/3,

Aufgabe 12
X1, ..., X seien unabhéngige binire Zufallsvariablen mit p; = prob[ X; = 1]. Es sei E* > Zf;l p;. Zeige,
dass

k B E*
prob[;xi><1+5>~E*}s((lfW> <

fiir jedes £ > 0 gilt.

Aufgabe 13
Zeige die zweite Chernoff Ungleichung.

Beispiel 1.7 Wir nehmen an, dass ein Zufallsexperiment X vorliegt, dessen Erwartungs-
wert wir experimentell messen mochten. Das Experiment ist aber instabil, d.h. die Varianz
von X ist grofS.

Wir ,boosten®, wiederholen also das Experiment & mal. Wenn X, das Ergebnis des iten
Experiments ist, dann setzen wir Y = % - 3% | X; und beachten, dass die Zufallsvariablen
X1,..., X, unabhéngig sind: Es gilt also

Wir haben die Varianz um den Faktor k£ gesenkt, aber den Erwartungswert unverandert
gelassen, denn E[ Y | = E[ + -7, X; ] = 1Y% | E[ X | = E[ X ]. Die Tschebyscheff
Ungleichung liefert jetzt das Ergebnis

VY] _ VIX]

prob[ |Y —E[X]| > t] =prob[ |Y —E[Y]| >t] < T T

und grofle Abweichungen vom Erwartungswert sind unwahrscheinlicher geworden.
Angenommen, wir haben erreicht, dass Y mit Wahrscheinlichkeit mindestens p =1 — ¢ in
ein , Toleranzintervall* 7' = [E[ X | — 6,E[ X ]+ J | fallt. Kénnen wir p ,schnell gegen
1 treiben“? Wir wiederholen diesmal das Experiment Y und zwar m mal und erhalten
wiederum unabhéngige Zufallsvariablen Y;,...,Y,,. Als Schitzung des Erwartungswerts
geben wir jetzt den Median M von Yi,...,Y,, aus. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass M nicht im Toleranzintervall T" liegt?
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Y liegt mit Wahrscheinlichkeit mindestens p in 7. Wenn also der Median auflerhalb des
Toleranzintervalls liegt, dann liegen mindestens %' Einzelschatzungen auBerhalb, wahrend
nur (1 —p)-m = e-m auBerhalb liegende Einzelschatzungen zu erwarten sind. Wir wenden
die Chernoff Ungleichung an und beachten, dass (1 + 1;—255) €-m = 7. Also erhalten wir
mit f = —1;'26'6

prob[ M ¢ T'] < e =™ #/8 = ¢=(1m2e)m/(22)

und die Fehlerwahrscheinlichkeit fallt negativ exponentiell, falls € < %

Aufgabe 14

Gegeben ist eine Menge S mit n paarweise verschiedenen Elementen. Der folgende randomisierte Algorith-
mus findet das k-kleinste Element.

Eingabe: k, S.

(1) Wéhle zufillig ein Element y aus S gemafl der Gleichverteilung.

(2) Partitioniere S\ {y} in zwei Mengen S; und Ss, so dass jedes Element in Sy kleiner als y ist, und
jedes Element in Sy grofler als y ist.

(3) - Wenn |S;| = k — 1, dann gib y aus.
- Wenn |S;| > k, dann S := S; und gehe zu (1).
- Ansonsten setze S := Sy, k :=k — |S1| — 1 und gehe zu (1).

Zeige, dass die erwartete Laufzeit O(n) ist.
Beachte, dass die Partitionierung in (2) |S| Schritte benotigt. Wir nehmen an, dass fiir (1) ein geeigneter
Zufallsgenerator vorhanden ist, der in konstanter Zeit ein Element auswihlt.
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Kapitel 2

Greedy-Algorithmen und Heuristiken

In diesem Kapitel behandeln wir Greedy-Verfahren, eine wichtige Methode fiir den Entwurf
von effizienten Approximationsalgorithmen.

Greedy-Algorithmen bestimmen eine Losung iterativ, wobei jedesmal eine Entscheidung
getroffen wird, die ,lokal“ am vielversprechendsten ist. Getroffene Entscheidungen werden
nicht revidiert.

Bemerkung 2.1 Diese , Definition® ist alles Andere als prézise und erlaubt zum Beispiel
nicht den Nachweis, dass Greedy-Algorithmen fiir ein bestimmtes Optimierungsproblem
keine scharfen Approximationen erlauben.

Wir geben jetzt eine prézisere Definition, miissen aber mit dem Begriff eines Datenelements
arbeiten. Beispiele von Datenelementen sind

- Jobs mit Startzeiten, Verarbeitungszeiten, Fristen und Strafen fiir Scheduling Pro-
bleme,

- Kanten und ihre Gewichte, bzw Knoten, ihre Gewichte und Nachbarn fir Graph
Probleme.

Wir stellen uns vor, dass eine Eingabe aus einer Menge von tatsdchlichen Datenelemen-
ten besteht. Ein Greedy-Algorithmus G muss in jedem Schritt eine vollsténdige Ordnung
auf allen mdglichen Datenelementen bestimmen ohne die Eingabe zu kennen. GG erhélt
dann das Datenelement der Eingabe mit hochster Prioritdt und muss dann eine nicht re-
vidierbare Entscheidung fiir dieses Datenelement treffen: Die Art dieser Entscheidung ist
problemabhéngig.

Wenn der Begriff des Datenelements ebenso festliegt wie die Art der zu treffenden Entschei-
dung, dann erhalten wir die Klasse der Priority-Algorithmen. Man sagt, dass ein Priority-
Algorithmus adaptiv ist, wenn die berechnete Ordnung nach einer getroffenen Entscheidung
neu berechnet werden darf.

Wir lernen verschiedenste Greedy-Algorithmen kennen, einige Algorithmen berechnen ex-
akte Losungen, andere Algorithmen spielen die Rolle von Heuristiken und erlauben nur die
Berechnung approximtiver Losungen.

25
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2.1 INTERVALL-SCHEDULING

In INTERVALL SCHEDULING sind Aufgaben Ay, ..., A, auf einem Prozessor auszufiih-
ren. Aufgabe A; hat den Startpunkt s; und den Endpunkt e;. Das Ziel ist die Ausfithrung
moglichst vieler Aufgaben A;, A,,,...,A;,, so dass sich die Zeitintervalle verschiedener
Aufgaben nicht uberlappen. Es wird also

Tm )

[Silﬂ eik) N [Sin eil) - @

gefordert, wann immer k # [. Der Ansatz, zuerst eine Aufgabe A; mit kiirzester Dauer zu
wéhlen (also mit minimalem s; — ¢;), fithrt nicht zu einer optimalen Lésung. Betrachten
wir folgendes Beispiel mit drei Aufgaben:

’ Aufgabe \ Start \ Ende \ Dauer ‘
Al 81:1 61:5 61—81:4
A, So=bleg=10|€e3 — 59 =5
As s3=4| e3=6 |e3 — 53 =2

Die optimale Losung fithrt A; und A aus, bei unserem Ansatz wahlen wir As. Auch
das Kriterium, zuerst eine Aufgabe A; mit minimalem s; zu wéhlen, fithrt nicht zu einer
optimalen Losung. Betrachten wir folgendes Beispiel mit drei Aufgaben:

’ Aufgabe ‘ Start ‘ Ende ‘
Al S1 = 1 €1 = 10
A2 SS9 = 2 €9 = 3
Ag S3 = 3 €3 = 4

Die optimale Losung fithrt A und Asz aus, bei unserem Ansatz wahlen wir A;. Ist dieses
Problem doch nicht so einfach?

Algorithmus 2.1 Ein Greedy-Algorithmus

(1) Die Eingabe besteht aus den Aufgaben A;,..., A,, den Startpunkten si,...s, und
den Endpunkten eq, ..., e,.

(2) Sortiere die Aufgabe geméfl aufsteigenden Endpunkten. Die sortierte Reihenfolge sei
e, <e, <...<eg,. Setze £ = 0.

(3) FOR k=1 TO n DO
IF E < s;, THEN fiihre A;, aus und setze E = ¢;,.
Warum ist Algorithmus [2.1] korrekt? Sei

(AjnAjz» B aAjm)
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eine legale Ausfithrung einer maximalen Anzahl von Aufgaben. Wenn e;, <e;, < ... <e;
die sortierte Folge der Endpunkte ist, dann fithrt der Greedy-Algorithmus zuerst Aufgabe
A;, aus. Da e;; <ej,, ist auch

(Aiy, Ajys Ajss oo AL
eine legale Ausfithrung. Den Korrektheitsheweis vervollstandigt man jetzt durch Induktion.

Bemerkung 2.2 Wir wiahlen Aufgaben als Datenelemente und reprasentieren ein Daten-
element durch den Start- und Endpunkt seiner Aufgabe. Algorithmus ist ein nicht-
adaptiver Priority-Algorithmus, der alle moglichen Aufgaben nach ihrem Endpunkt voll-
stdndig ordnet: Jedes erhaltene Datenelement wird entweder akzeptiert oder verworfen,
abhangig davon ob sein Startpunkt mit dem Endpunkt bereits ausgefithrter Aufgaben kol-
lidiert.

Aufgabe 15

Wir betrachten INTERVALL SCHEDULING, aber geben diesmal auch eine nicht-negative Gewichtung
der Aufgaben an. Jetzt ist nicht die Anzahl ausgefithrter Aufgaben zu maximieren, sondern die Summe
der Gewichte ausgefithrter Aufgaben.

Beschreibe einen effizienten Algorithmus fiir diese Variante.

Aufgabe 16

Eine Farbung der Kanten in einem ungerichteten Graphen G = (V, E) ist legal, falls keine zwei Nachbarn
(d.h. Kanten, die einen gemeinsamen Endpunkt besitzen) dieselbe Farbe tragen. Es ist klar, dass jeder
Graph mindestens A Farben braucht, wobei A der maximale Grad von G ist. Andererseits kann man
zeigen, dass A + 1 Farben immer ausreichen!

Betrachte den folgenden Greedy-Algorithmus. Zuerst fixieren wir eine beliebige Reihenfolge der Kanten
€1,.-.,em. Dann farbt der Algorithmus die Kanten geméfl dieser Reihenfolge. Kante e; erhélt die Farbe
1. Wenn ey, ..., e gefiarbt sind, dann erhilt ey die kleinste natiirliche Zahl j als Farbe, die noch nicht
an einen Nachbarn von ey41 vergeben wurde.

(a) Zeige, dass dieser Algorithmus fiir jeden Graphen eine legale Farbung mit héchstens 2A — 1 Farben
liefert.
Fazit: Dieser einfache Ansatz liefert fiir einen Online Algorithmus keine schlechte Approximations-
leistung.

(b) Zeige, dass die obere Schranke 2A — 1 auch optimal ist: Fiir jedes A gibt es einen Graphen mit
maximalem Grad A, so dass der Algorithmus 2A — 1 Farben benétigt. Beachte, dass der Graph und
die Kantenreihenfolge bosartig gewéahlt werden konnen.

2.2 HUFFMAN CODE

Gegeben ist eine Datei bestehend aus Zeichen iiber einem endlichen Alphabet X. Fiir jedes
Zeichen a € ¥ sei H(a) die Haufigkeit von a in der Datei. Unser Ziel ist eine Komprimie-
rung der Datei. Dazu kodieren wir die Buchstaben aus > durch bindre Worte. Préfixcodes
erlauben eine einfache Dekodierung;:

Definition 2.2 Eine Funktion code : ¥ — {0, 1}* heifit Prafixcode, falls fir alle a,b € 3
mit a # b gilt, dass code(a) kein Prafix von code(b) ist.
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In HUFFMAN CODE ist ein Préifixcode zu bestimmen, der zu einer minimal langen Ko-
dierung der Datei fiihrt. Préafixcodes lassen sich durch bindre Baume, die Kodierbiume,
veranschaulichen. Wir geben eine induktive Beschreibung des Kodierbaums fiir einen Pra-
fixcode ,,code”. Anfanglich sei v = ¢ die Wurzel des Kodierbaums.

- Ist die Konstruktion am Knoten v angelangt, sind alle Codewoérter code(a), die mit
v0 (bzw. v1) beginnen, im linken (bzw. rechten) Teilbaum der Wurzel abzuspeichern.
Dementsprechend wird die Kante zum linken Kind v0 (bzw. zum rechten Kind v1)
mit 0 (bzw. 1) beschriftet.

- Gibt es nur ein mit v beginnendes Codewort code(a), dann wird v zu einem Blatt
und v wird mit dem Buchstaben a markiert.

- Gibt es kein mit v beginnendes Codewort, dann wird v abgehangen.

Da ein Préfixcode vorliegt, werden sdmtliche Buchstaben durch Blétter kodiert. Wird ein
Blatt mit dem Buchstaben a markiert, dann definiert die Konkatenation der Markierungen
auf dem Weg von der Wurzel zum Blatt das Codewort code(a).

Das Dekodieren einer kodierten Datei D gelingt problemlos: Lese die Bits von D von
links nach rechts und durchlaufe den Kodierbaum entsprechend bis ein Blatt errreicht
wird. Dekodiere den bisher gelesenen Préfix von D durch den Buchstaben des Blatts, gehe
zuriick zur Wurzel und wiederhole das Verfahren.

Wie lang ist die kodierte Datei D7 Thre Lénge stimmt tiberein mit

lcode|| = > H(a) - [code(a)],

(A

wobei H (a) die Haufigkeit des Buchstaben a € ¥ in der urspringlichen Datei und |code(a)|
die Lange des Codewortes ist.

Beispiel 2.1 Sei ¥ := {a,b,c,d} sowie H(a) = 1, H(b) = 2, H(c) = 4 und H(d) = 8
vorgegeben. Dann beschreibt der Kodierbaum

0 o 1
G e
/ ‘\\ // \\\
0/ \ 1 0 / !
/ \ / \
/ \\ / \
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den Prafixcode
code(a) := 00, code(b) := 01, code(c) := 10; code(d) := 11.

Die Lange des Codes ist 2- (1 42+ 4+ 8) = 30. Wir werden sehen, dass dieser Préfixcode
nicht optimal ist.

Huffman’s Algorithmus verfolgt den Ansatz einer kurzen Kodierung fiir haufig auftretende
Buchstaben. Anfanglich wird jedem Buchstaben ein Einzelknoten zugewiesen. Dieser Wald
von Einzelknoten wird dann in einer Folge von Greedy-Schritten in einem Kodierbaum
zusammengefasst.

Algorithmus 2.3 Der Huffman Algorithmus.

(1) Die Eingabe besteht aus dem Alphabet 3 und der Héufigkeitsfunktion H : ¥ — N fur
die Buchstaben der Datei.

(2) Erzeuge anfanglich zu jedem Buchstaben einen Einzelknoten.
(3) Fuge die Buchstaben in einen geméf aufsteigender Haufigkeit organisierten Heap ein.
(4) WHILE (Heap enthélt noch mindestens zwei Buchstaben) DO

(4a) Entferne die beiden Buchstaben a und b minimaler Haufigkeit aus dem Heap.

(4b) Ein neuer Knoten ab wird erzeugt, der Knoten von a wird linkes Kind von ab
und der Knoten von b wird rechtes Kind von ab im Baum.
Kommentar: Damit wird code(a) =code(ab)0 und code(b) =code(ab)1.

(4c) Der neue Buchstabe ab wird mit Haufigkeit H(ab) := H(a)+ H(b) in den Heap
eingefiigt.

(5) Berechne den Préfixcode code aus dem konstruierten Baum.

Fir das obige Beispiel konstruiert Algorithmus den Kodierbaum

0 \\ 1
\
\
d
0 Q\\ 1
0o / \ 1
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Die Lange der komprimierten Daten ist
H(a)-3+H(b)-3+H(c)-2+H(d)-1=34+6+8+8=25.

Warum funktioniert Huffman’s Algorithmus? Sei code ein beliebiger optimaler Préfixcode,
den wir durch seinen Kodierbaum 7' repriasentieren. Seien a, b die beiden Buchstaben ge-
ringster Haufigkeit. Der Huffman-Baum H, also der Kodierbaum des Huffman-Algorithmus,
besitzt @ und b als Markierungen der tiefsten Geschwisterblétter. Kénnen wir T gering-
fiigig, ohne Verlust der Optimalitat, andern, so dass auch T' die Buchstaben a und b als
Beschriftung der tiefsten Geschwisterbléatter erhalt?

Seien z, y Geschwisterblétter in 7" maximaler Tiefe. O.B.d.A. sei H(a) < H(b) und H(x) <
H(y). Wenn wir in 7" die Blattmarkierungen a und x sowie b und y vertauschen, dann wird
die Lange

> H(o) - |[code(o)|| = Y H(c) - Tiefe(o)

oY oY
der komprimierten Datei nicht ansteigen. (Tiefe(o) ist die Tiefe des Blatts in 7', das mit o
markiert ist.)
Wir mochten dieses Argument wiederholt anwenden. Dazu gentigt es zu zeigen, dass jeder
optimale Baum mit Geschwisterblattern a,b € ¥ einen optimalen Code code’ fiir das
kleinere Kodierproblem

Y= (XU {ab})\ {a,b}
mit den Haufigkeiten

| H(o) o # ab
H'(o) := { H(a)+ H(b) sonst

berechnet. Dies ist klar, da stets gilt
|lcode|| =X ex H(o) - Tiefe(o)
= Y oes\{ap} H (0) - Tiefe(o) + [H(a) + H(b)] - [Tiefe(ab) + 1]

> H(o) - Tiefe(o) + [H(a) + H(b)] - Tiefe(ab) +H (a) + H(b).
cexX\{a,b}

=[|code’||

Jeder optimale Préfixcode ist also insbesondere optimal auf ¥’ und H’. Man zeigt jetzt
durch Induktion tiber die Gréfle von X, dass Huffman’s Algorithmus einen optimalen Pra-
fixcode berechnet.

Betrachten wir die Laufzeit von Algorithmus Der Aufbau des Heaps gelingt in Zeit
O(|X]). In jeder Iteration fithren wir zwei DeleteMin- und eine Insert-Operation aus, wobei
darauffolgend die Heapgrofle um eins abnimmt. Wir erhalten also

O([Z[) + O(|%] - log, [X]) = O(|%] - log, [X])

als Laufzeit, da jede DeleteMin- und Insert-Operation in logarithmischer Zeit gelingt.
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Satz 2.4 Fir ein Alphabet X2 und vorgegebene Hdufigkeiten bestimmt der Algorithmus von
Huffman einen optimalen Préfizcode in Zeit O(]X] - logy |X]).

Bemerkung 2.3 Wir konnen den Algorithmus von Huffman als einen nicht-adaptiven Pri-
ority-Algorithmus interpretieren. Dazu wahlen wir Paare (Buchstaben, Haufigkeit) als Da-
tenelemente. Der Algorithmus von Huffman ordnet diese Paare nach steigender Haufigkeit
und baut einen Kodierbaum ohne irgendwann getroffene Entscheidungen zuriickzunehmen.

2.3 KURZESTE WEGE

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit Quelle s € V' und Kantengewichtung Lénge :
E — R, wobei nur nicht-negative Gewichte auftreten. In KURZESTE WEGE sind kiirzeste
Wege von s nach v fiir alle Knoten v € V' zu bestimmen.

Algorithmus 2.5 Dijkstras Algorithmus

(0) Die Eingabe besteht aus einem gerichteten Graphen G = (V| E), einer Quelle s € V
und Kantenléngen Lénge : F — R.

Erweitere die Definition der Kantenldngen um Lange(u,v) = oo fiir (u,v) € V2 \ E.

Lange(s,v) v #s

(1) Setze S :={s} und Dg(v) := { 0 “onst.

(2) WHILE (S # V) DO

(2a) Wahle w € V'\ S mit Dg(w) = min{Dg(v) | v € V'\ S} und setze S := SU{w}.

(2b) Berechne Dg(v) := min {Dg(v), Ds(w) + Lange(w, v) } fir jeden Nachfolger v
von w.
Kommentar: Dg(v) stimmt also iiberein mit der Lange eines kiirzesten S-Weges
von s nach v, wobei ein S-Weg, mit Ausnahme seines Endpunkts, nur Knoten
in S besuchen darf.

(Algorithmus kann so modifiziert werden, dass nicht nur die minimale Lénge, sondern
auch der zugehorige Weg ausgegeben wird. Wie?) Algorithmus berechnet Teilmengen
S C V sowie ein Distanzarray Dg mit den folgenden Eigenschaften.

1.) Fir jeden Knoten v € S verlauft der kiirzeste Weg von s nach v vollstiandig in S und
besitzt die Linge Dg(v),

2.) Fiir jeden Knoten v € V'\ S ist Dg(v) die minimale Lénge eines S-Weges von s nach
v.
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Der Algorithmus erweitert S beginnend mit S = {s} iterativ zu S = V und aktualisiert
jeweils Dg. Durch Induktion iiber die Grofle von S zeigt man, dass die beiden obigen
Eigenschaften stets erfiillt sind. Betrachten wir zum Beispiel den Induktionsschritt fir
Sneu = Salt U {w}

Angenommen, der kiirzeste Weg von s nach w verlauft nicht vollstandig in Spe,. Seien
S = Uy, Us,...,u, = w die Knoten des Weges und sei u; der erste Knoten, der nicht in
Sheu liegt. Aber der kiirzeste Weg von s nach wu;, mit inneren Knoten nur in Sy, hat nach
Induktionsvoraussetzung die Lénge Dg,, (u;), und es gilt

k—1
Ds,, (u;) + Y Lange(u;, ujr1) < Dg,, (w).

j=i

>0

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von w, denn wir hatten statt w den Knoten u; wéahlen
miissen. Wir haben also Eigenschaft 1.) nachgewiesen. Der Nachweis der Eigenschaft 2.)
ist als Ubungsaufgabe gestellt.

Wir betrachten schliellich die laufzeitbestimmenden Operationen:
- Am Anfang fiigen wir O(|V|) Werte ein.
- Wir léschen |V|-mal das Minimum und
- aktualisieren insgesamt |E|-viele Distanzwerte.

Mit Heaps als Datenstruktur hat Dijkstras Algorithmus fiir kiirzeste Wege im Graphen
G = (V, E) die Laufzeit O((|E|+|V|)-log, |V'|). Verwenden wir statt Heaps die méchtigeren
Fibonacci-Heapq[| dann kann die Laufzeit auf O(|E| + |V - log, |V]) gedriickt werden.

Satz 2.6 Der Algorithmus von Dijkstra lost das Single-Source-Shortest-Path Problem fiir
einen Graphen G = (V, E) in Zeit O(|E| + |V - log, |V]).

Bemerkung 2.4 Dijkstra’s Algorithmus ist ein adaptiver Priority-Algorithmus, wenn wir
einen Knoten v, zusammen mit seinen Nachbarn und den Distanzen zu den Nachbarn

als das Datenelement von v wihlen. Im ersten Schritt fordert Dijkstra’s Algorithmus das
Datenelement von s an und bestimmt die Distanzen zwischen s und seinen Nachbarn. (Wie
kann der Knoten s angefordert werden? Indem alle moglichen Datenelemente zur Quelle s
hohere Prioritét als alle anderen Datenelemente erhalten).

In nachfolgenden Schritten wird die Ordnung gedndert. Wenn der Knoten v ¢ S die kleinst-
mogliche Distanz Dg(v) unter allen Knoten in V'\ S besitzt, dann erhalten alle moglichen
Datenelemente von v die hochste Prioritét.

'Ein Fibonacci-Heap fiihrt k Einfiige- und Aktualisierungsoperationen in Zeit O(k) und m DeleteMin-
Operationen in Zeit m - log(k + m) aus.
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2.4 MINIMALER SPANNBAUM und STEINER BAUM

Sei G ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph und w, eine Gewichtung der Kanten
e € E. In MINIMALER SPANNBAUM suchen wir einen leichtesten Spannbaum.
Algorithmus[2.7 baut einen Spannbaum iterativ, indem jeweils eine Kante e mit minimalem
Gewicht betrachtet wird. Wenn durch Hinzunahme von e zum gegenwartig konstruierten
Spannwald kein Kreis entsteht, wird diese vielversprechende Kante hinzugenommen. Wir
werden den Korrektheitsbeweis als Konsequenz eines allgemeineren Ergebnisses spater er-
halten.

Algorithmus 2.7 Der Algorithmus von Kruskal

(1) Die Eingabe besteht aus einem ungerichteten, zusammenhéngenden Graphen G =
(V, E) und einer Kantengewichtung.

(2) Setze K = 0. (K wird letztlich die Kantenmenge eines minimalen Spannbaums sein.)
(3) WHILE (E # 0) DO

(3a) Bestimme eine Kante e € F mit minimalem Gewicht und setze £ = E'\ {e}.

(3b) Wenn (V, K U {e}) keinen Kreis besitzt, dann setze K = K U {e}.

Bemerkung 2.5 Kruskal’s Algorithmus ist ein nicht-adaptiver Priority Algorithmus, wenn
wir Kanten und ihre Gewichte als Datenelemente benutzen: Der Algorithmus fordert Kan-
ten nach aufsteigendem Gewicht an und nimmt eine Kante genau dann auf, wenn kein
Kreis geschlossen wird.

Im Problem STEINER BAUM ist ein ungerichteter Graph G = (V, F) und eine Teilmenge
TA CV von ,Terminals*“ gegeben, ebenso wie eine Gewichtung w, > 0 der Kanten e € E.
Das Ziel ist die Bestimmung eines Teilbaums S von G, so dass

(1) S ein Steinerbaum ist, also ein Baum, der alle Terminals in 7" von S iiberdeckt und
(2) S ein leichtester Baum mit der Eigenschaft (1) ist.

Wir betrachten den Graphen G' = (7', E’) auf den Terminals, wobei E’ aus allen Kanten
{t1,t2} C T besteht. Die Kante e = {t1,t2} erhélt das Gewicht

w, = Lange eines kiirzesten Weges von ¢, nach ¢,.

Aufgabe 17

(a) Zeige, dass das Gewicht eines minimalen Spannbaums fiir G’ héchstens doppelt so groff wie das Gewicht
eines optimalen Steinerbaums fir G ist.

(b) Entwerfe einen effizienten 2-approximativen Algorithmus fiir STEINER BAUM.
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2.5 Matroide

Wir geben jetzt eine formale Definition von eingeschrinkten Greedy-Algorithmen und wer-
den die Problemklassen, zu denen es eingeschrankte Greedy-Algorithmen gibt, genau cha-
rakterisieren.

Definition 2.8 Ein monotones Teilmengensystem tiber der endlichen Menge X ist ein Paar
(P, X) mit den Eigenschaften

- P CP(X), wobei P(X) die Potenzmenge von X bezeichnet.
- Aus Y] € P und Y, C Y] folgt Y5 € P.

Wir nennen die Mengen Y € P unabhéngig. Das Optimierungsproblem fiir (P, X)) mit den
Gewichten w, > 0 fiir x € X ist die Bestimmung einer Menge Y,,.x € P mit maximalem
Gewicht, d.h. es muss

Z wx:maX{wa|Y€77}

TE€Ymax €Y

gelten. Wir suchen also eine unabhangige Menge mit maximalem Gewicht.

Wir erhalten aus Kruskal’s Algorithmus fir minimale Spannbdume den allgemeinen
Greedy-Algorithmus wenn wir eine unabhéangige Menge mit maximalem Gewicht su-
chen.

Algorithmus 2.9 Der Greedy-Algorithmus fiir monotone Mengensysteme

(1) Die Eingabe besteht aus einem monotonen Teilmengensystem (P, X)) iiber der Menge
X und den Gewichten w, > 0 fur x € X.

(2) Setze Y = 0.
(3) WHILE (X # 0) DO
(3a) Bestimme das Element € X mit gréfitem Gewicht und setze X = X \ {z}.

(3b) IF (Y U{z} € P) THEN Y =Y U {z}.

Bemerkung 2.6 Algorithmus ist ein nicht-adaptiver Priority-Algorithmus, wenn wir
Elemente und ihre Gewichte als Datenelemente auffassen: Elemente werden nach fallendem
Gewicht geordnet.

Wann bestimmt Algorithmus [2.9] optimale Losungen?

Definition 2.10 Ein monotones Teilmengensystem (P, X) heifit genau dann ein Matroid,
wenn Algorithmus eine optimale Losung des zugehorige Optimierungsproblem fiir jede
Gewichtung bestimmt.
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Satz gibt mehrere dquivalente Charakterisierungen eines Matroids an.

Satz 2.11 Fir ein monotones Teilmengensystem (P, X) sind dquivalent:
(a) (P,X) ist ein Matroid.

(b) Die Erginzungseigenschaft gilt: Fir je zwei unabhdngige Mengen Y1,Ys mit |Yi| =
|Yo| — 1 gibt es ein o € Yo \ Y1, so dass Y1 U{x} unabhdingig ist.

(c) Die Mazimalititseigenschaft gilt: Alle nicht vergréfferbaren unabhdngigen Teilmengen
einer beliebigen Menge Z C X besitzen dieselbe Grifie.

Beweis: Wir fithren einen Ringbeweis.
(a)—(b) Angenommen, es gibt zwei unabhdngige Mengen Y; und Y, mit p := || =
|Ya| — 1, aber Y U {z} ¢ P fiir jedes x € Y5\ Y1. Wir konnen den Greedy-Algorithmus

falsifizieren, wenn wir die Gewichte gemaf

p+2 fallszeY;
wy:=4 p+1 fallszeYy\ Y]
0 sonst.

wahlen. Algorithmus wahlt zuerst die p Elemente aus Y;. Elemente aus Y; werden
nicht mehr gewdhlt, da nach Voraussetzung Y; U {z} ¢ P fur jedes z € Y, \ Y] gilt.
Anschliefend werden moglicherweise zusétzliche Elemente mit Gewicht 0 gewahlt. Der
Algorithmus erreicht das Gesamtgewicht

Yil-(p+2)=p- (p+2)=p*+2p,
wahrend die unabhéngige Menge Y, das groflere Gewicht von mindestens
(p+1)?=p*+2p+1

besitzt — Widerspruch.

(b)—(c) Fir Z C X seien Y7,Ys C Z zwei grofite, unabhdngige Teilmengen mit |Y;| <
|Ys]. Sei Y5° C Y; eine beliebige Teilmenge mit der Eigenschaft |Yi| = |Y5| — 1. Gemaf
der vorausgesetzten Erganzungseigenschaft konnen wir ¥} um ein Element aus Y, C Y5
vergroflern und Y; ist nicht grofftmoglich — Widerspruch.

(c)—(a) Sei eine beliebige Gewichtung w, > 0 fiir x € X gegeben. Der Greedy-Algorithmus
bestimmt eine unabhéngige Menge Y. Sei Y* eine beliebige andere, maximale unabhangi-
ge Menge. Da auch der Greedy-Algorithmus eine nicht-vergrofierbare unabhiangige Menge
konstruiert, folgt |Y| = |Y*| aus der Voraussetzung (c) mit Z := X. Wir nummerieren die
Elemente von Y und Y* gemafl absteigendem Gewicht und erhalten

Y:{yla"'vym}7 Y*:{yfay;7’y:n}

Wir wollen zeigen, dass die Ausgabe Y von Algorithmus eine optimale Losung ist.
Es geniigt der Nachweis, dass w,, > w, fir i = 1,...m gilt. Da Algorithmus im



36 KAPITEL 2. GREEDY-ALGORITHMEN UND HEURISTIKEN

Schritt (3a) ein Element mit maximalem Gewicht wéhlt, gilt die Behauptung fir ¢ = 1. Im
Induktionsschritt auf ¢ wahlen wir

75 i={r € X | wy > wy: }.

Wenn w,, < wy:, ist {v1,...,y;_1} eine nicht vergroflerbare unabhingige Teilmenge von
Z*, wahrend die Teilmenge {y},y5,...,y7} € Z* um ein Element grofier ist. Wir haben
einen Widerspruch zur Voraussetzung erhalten, dass alle nicht vergroflerbaren unabhangi-
gen Teilmengen von Z* C X dieselbe Grofle besitzen. O

Wir betrachten eine Reihe wichtiger Matroide beginnend mit der méachtigen Klasse der
Matrix-Matroide. (Viele Begriffe dieses Kapitels sind durch Matrix-Matroide motiviert.)

Beispiel 2.2 Matrix-Matroid

Seien vy, ...v, € R™ Vektoren und sei X := {vy,...v,}. Gesucht ist eine Menge linear
unabhéngiger Vektoren aus X mit grofitem Gewicht fiir eine gegebene Gewichtung w,, > 0.
Sei £ die Klasse aller linear unabhéngigen Teilmengen von X. Das Paar (£, X) ist ein
Matroid, das Matrix-Matroid genannt wird. Um dies zu belegen, wende Kriterium (c) von

Satz an.

Beispiel 2.3 Das Graph-Matroid

Sei G := (V, F) ein ungerichteter, zusammenhéangender Graph. Wir sagen, dass eine Menge
E’ C E unabhéngig ist, wenn die Kanten in E’ einen Wald definieren.

Dann ist (W, F) ein Matroid, das man Graph-Matroid nennt. Um die Matroid-Eigenschaft
nachzuweisen, wende Kriterium (c) von Satz an.

Der Greedy-Algorithmus berechnet also Spannbaume mit maximalem Gewicht. Wenn wir
die Kantengewichte w, durch

w, = max{wy | k € E} — w,

ersetzen, wahlt der Greedy-Algorithmus Kanten geméfl aufsteigender alter Gewichtung
und wir haben somit Kruskalts Algorithmus erhalten. Da ein Spannbaum von maxima-
lem Gesamtgewicht in der neuen Gewichtung einem minimalen Spannbaum in der alten
Gewichtung entspricht, haben wir Kruskals Algorithmus verifiziert.

Aufgabe 18

Es sei X eine endliche Menge, A = {51, ..., S} eine Menge von Teilmengen von X und 7" = {z1,...,2:} C
X. Dann heifit T ein Transversal von A, wenn es paarweise verschiedene Zahlen j(1),...,j(t) gibt, so dass
x; € S fir i = 1,...,t. Sei P4 die Menge aller Transversals von A.

Zeige, dass M = (P4, X) ein Matroid ist.

Aufgabe 19

(a) Zeige, dass ein Transversal-Matroid auch als Matrix-Matroid darstellbar ist.
(b) Zeige, dass ein Graph-Matroid auch als Matrix-Matroid darstellbar ist.
Hinwers: Wahle ZZ5 als Korper.
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Aufgabe 20

(a) Sei X eine endliche Menge, und seien X7, ... Xy eine Zerlegung von X in disjunkte Teilmengen. Zeige,
dass das Teilmengensystem (P, X) mit

P={ACX||ANX;|<1firi=1,....k}

ein Matroid ist.
(b) Sei (P, X) ein Matroid. Zeige, dass dann auch (P’, X) mit

P'={A" C X | X\ A enthilt eine nicht vergroBerbare Menge A € P }

ein Matroid ist.

Beispiel 2.4 MATROID SCHEDULING

Wir betrachten ein weiteres Scheduling Problem. Die Aufgaben Ay, ..., A, sind auf einem
Prozessor auszufithren, wobei die Ausfithrung jeweils in einem Schritt gelinge. Jeder Auf-
gabe A; weisen wir eine Frist f; und eine Strafe b; zu, die anfillt, wenn die Aufgabe zum
Zeitpunkt f; nicht abgearbeitet ist. Die Aufgaben sind so auszufithren, dass die gesamte
Strafe minimal ist.

Sei X :={A;,... A,} und P bestehe aus allen Teilmengen von X, die ohne Fristiiberschrei-
tung ausfiihrbar sind. Insbesondere gilt fiir jedes Y € P, dass es fiir jeden Zeitpunkt ¢ in der
Menge Y hochstens ¢t Aufgaben A; mit Frist f; <t gibt, denn sonst gabe es eine Fristiiber-
schreitung. Wir wollen mit Kriterium (b) von Satz also der Erganzungseigenschaft,
zeigen, dass (P, X) ein Matroid ist.

Die Mengen Y7,Ys € P mit |Y;]| = |Y2| — 1 seien beliebig gewéhlt. Fir die Ergédnzungsei-
genschaft miissen wir ein A; € Y5 \ Y7 mit Y] U {A;} € P angeben, also A; € Y5\ Y] so
wahlen, dass die Aufgaben aus Y; zusammen mit A; ohne Fristiiberschreitung ausfithrbar
sind. Wahle ¢t > 0 maximal mit

{4, ey | f <t} <A eYi | f; <t}

Ein solches maximales ¢ existiert, da |Ys| > |Yi|. Es gibt also eine Aufgabe A; € Y5\ V)
mit f; =t + 1. Weil wir ¢ maximal gewéhlt haben, gilt zusatzlich, dass

Vs2t+l: [{AeVi|f<sl <A eValfi<s)<s (2.1)

Die Aufgaben in Y7 U{A;} sind fristgerecht ausfithrbar: Wir kénnen die Aufgabe A; in die
fristgerechte Ausfithrung der Aufgaben in Y; zum Zeitpunkt ¢ + 1 ,,einschieben*.

Der Greedy-Algorithmus findet, da (P, X) ein Matroid ist, eine Ausfithrung, die die Nicht-
Strafe maximiert und daher die Strafe minimiert. Allerdings liefert der Greedy-Algorithmus
nur eine Teilmenge 7" C {Ay,... A,}, die ohne Fristiiberschreitung ausfithrbar ist, nicht
aber ein Scheduling dieser Teilmenge. Das Scheduling von T' gelingt, indem wir die Aufga-
ben in T" gemaf aufsteigender Frist ausfithren.

Wir kénnen auch CLIQUE als monotones Teilmengensystem formulieren: Fiir einen unge-
richteten Graphen G = (V| E') wahlen wir X := V und P als die Menge aller Cliquen, die
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Teilgraphen von G sind. Fir das zugehorigen Optimierungsproblem wahlen wir 1 als Ge-
wicht eines jeden Knotens. Mit Hilfe der Erganzungseigenschaft (b) aus Satz koénnen
wir beweisen, dass das monotone Teilmengensystem fiir CLIQUE kein Matroid ist. Dazu
betrachten wir das folgende Beispiel:

)

Fir Y) := {vs} und Y5 := {v1,v2} existiert kein Knoten v, so dass {vs, v} eine Clique ist.

Aufgabe 21

Wir betrachten das gewichtete MATCHING Problem fiir ungerichtete Graphen G = (V, E) mit Kanten-
gewicht w(e) > 0 fiir e € E. Eine Teilmenge M C FE heifit ein Matching, falls es keine zwei Kanten in
M mit einem gemeinsamen Endpunkt gibt. In MATCHING ist ein Matching M zu bestimmen, so dass
war := Y .cpr w(e) maximal unter allen Matchings ist.

(a) Betrachte das MATCHING Problem fir bipartite Graphen G = (Vi, Vs, E) als Mengensystem. Die
Grundmenge X ist die Menge aller Kanten, das Teilmengensystem M besteht aus allen Matchings,
also aus allen Mengen von Kanten ohne gemeinsamen Endpunkt.

Zeige, dass dieses Mengensystem (M, X) kein Matroid ist, aber als Durchschnitt zweier Matroide
darstellbar ist.

(b) Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Betrachte das Teilmengensystem (P, V) mit Y € P genau
dann, wenn es ein Matching My in G gibt, so dass

Y C{v | v ist ein Endpunkt einer Kante aus My }.

Zeige, dass (P,V) ein Matroid ist. Hinweis: Erginzungseigenschaft.

Also konnen wir das gewichtete Matching Problem, wobei diesmal aber Knoten und nicht Kanten
gewichtet sind, mit dem Greedy-Algorithmus “l6sen”. Warum ist diese Losung nicht befriedigend?

2.6 k-Matroide

Wir haben also alle monotonen Mengensysteme exakt charakterisieren kénnen, fir die
der Greedy-Algorithmus stets eine optimale Losung findet. Konnen wir aber auch in
dem Fall eine exakte Charakterisierung finden, wenn der Greedy-Algorithmus nur k-
approximativ fiir eine reelle Zahl k € R ist?

Wir gehen genauso wie fiir Matroide vor und formulieren zuerst unsere Wunschvorstellung.

Definition 2.12 Ein monotones Teilmengensystem (P, X) heifit ein k-Matroid, wenn Al-
gorithmus 2.9 eine k-approximative Losung des zugehorige Optimierungsproblem fiir jede
Gewichtung bestimmt.



2.6. K-MATROIDE 39

Beachte, dass jedes 1-Matroid ein Matroid ist und umgekehrt. Gliicklicherweise kénnen wir
k-Matroide, ahnlich wie in Satz [2.11] d&quivalent charakterisieren.

Satz 2.13 Fir ein monotones Teilmengensystem (P, X) sind dquivalent:
(a) (P,X) ist ein k-Matroid.

(b) Die k-Erginzungseigenschaft gilt: Fir je zwei unabhdingige Mengen Yy, Yy mit |Ys| >
k-1Y1| gibt es ein x € Y3 \ Y1, so dass Yy U {z} unabhdingig ist.

(¢) Die k-Maximalititseigenschaft gilt: Fir jede beliebige Teilmenge Z C X und je zwei
nicht vergréfierbare unabhdngige Teilmengen Y1,Ys C Z gilt |Ys| < k- |Y1].

Aufgabe 22

Beweise Satz 2,13

Wir geben ein weiteres Kriterium an, das zwar k-Matroide nicht dquivalent beschreibt,
aber impliziert, dass ein k-Matroid vorliegt. Der Nachweis dieses Kriteriums ist haufig
recht einfach.

Definition 2.14 Ein monotones Teilmengensystem (P, X) heifit k-erweiterbar, wenn fiir
je zwei unabhangige Mengen Y; C Y; und fiir jedes Element x ¢ Y5 gilt:

Wenn Y; U {z} unabhéngig ist, dann gibt eine Teilmenge 7" C Y5 \ Y} von hochstens
k Elementen, so dass (Y3 \ 7)) U {x} unabhingig ist.

Lemma 2.15 (P, X)) sei ein monotones Teilmengensystem. Wenn (P, X) k-erweiterbar
ist, dann ist (P, X) ein k-Matroid.

Beweis: Wir konnen annehmen, dass (P, X) k-erweiterbar ist und miissen zeigen, dass
(P, X) ein k-Matroid ist. Wir tun dies, indem wir die k-Erganzungseigenschaft nachweisen.
Wir miissen also beliebige unabhéngige Mengen Y; und Y2 mit |Ys| > k - |Yi| betrachten.
Unser Ziel ist die Bestimmung eines Elements = € Y5 \ Y3, so dass Y] U {z} unabhéngig
ist. Wenn Y] C Y5, dann sind wir offensichtlich bereits fertig, da Y; U {z} C Y, und Y5 ist
unabhéngig. Also gilt V) ¢ V5.

Wir wihlen ein beliebiges Element x € Y] \ Y und betrachten die unabhéngigen Mengen
Zy = Y1 NYy und Zy = Yy Wir wissen, dass (P, X) k-erweiterbar ist, und es gibt
eine Teilmenge T' C Z5 \ Z; = Y5 \ Y7 mit hochstens k Elementen, so dass die Menge
Yy = (Y2 \T)U{z} unabhingig ist. Wenn Y] noch immer keine Teilmenge von Y5 ist, dann
wiederholen wir unser Vorgehen mit den Mengen Y; und Yj.

Beachte, dass wir stets nur Elemente aus Y5 entfernen, die nicht zu Y; gehoren. Nach
hochstens |Y; \ Ya| < |Yi] Schritten erhalten wir deshalb eine unabhéngige Menge Y, mit
¥ C Vi,

Es ist |Ya| > k- |Y1|. In jedem Schritt entfernen wir hochstens & Elemente von Y, und
fiigen ein Element aus Y; \ Y2 hinzu. Also gibt es ein Element z € Y5 \ Y7, das auch in Y}
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vorkommt und Y; ist eine echte Untermenge von Y. Aber dann ist Y; U {z} unabhéngig,
denn die Obermenge Y, ist unabhéngig. O

Aufgabe 23

Wihle X =Y U {z} als Grundmenge, wobei |Y| = k + 2 gelte und z kein Element von Y ist. Die einzigen
nicht-erweiterbaren unabhéngige Mengen sind die Menge Y sowie alle zwei-elementigen Mengen {x, y} mit
yeyY.

Zeige, dass dieses Mengensystem ein k-Matroid ist, das nicht k-erweiterbar ist.

Wir haben bereits in einer Ubungsaufgabe bemerkt, dass das Matching Problem fiir bipar-
tite Graphen kein Matroid ist, wohl aber ein Durchschnitt von zwei Matroiden. Man kann
allgemein zeigen, dass das Optimierungproblem fiir den Durchschnitt von k£ Matroiden ef-
fizient 1osbar ist, wenn k& < 2, aber N'P-vollstandig fiir & > 3 sein kann. Wie gut konnen
wir das Optimierungsproblem fiir den Durchschntt von & Matroiden approximieren?

Satz 2.16 Ein Durchschnitt von k Matroiden ist k-erweiterbar und deshalb ein k-Matroid.

Beweis: Wir tiberlegen uns zuerst, dass ein Matroid 1-erweiterbar ist. Betrachten wir also
beliebige unabhéangige Mengen Y7 C Y5 und ein Element x ¢ Y3, so dass Y;U{z} unabhéngig
ist. Wir miissen ein Element y € Y5 \ Y] finden, so dass Y5 \ {y} U {} unabhéngig ist.
Wir wenden die Ergénzungseigenschaft des Matroids an, um die unabhangige Menge Y; U
{z} mit Elementen aus Y5\ Y] zu vergroBern und wiederholen dies, bis wir eine unabhéngige
Teilmenge Y/ mit Y1 U{z} C Y/ C Yo U {2z} und |Y{| = |Ya| erhalten. Da = ¢ Y3, besteht
Y5 \ Y/ aus genau einem Element y. Aber dann ist Y5 \ {y} U {z} = Y/ unabhéngig und
das war zu zeigen.

Ein Durchschnitt von & Matroiden ist also ein Durchschnitt von k£ vielen 1-erweiterbaren
monotonen Mengensystemen. Wir miissen also nur zeigen, dass der Durchschnitt von k
vielen 1-erweiterbaren monotonen Mengensystemen k-erweiterbar ist: Fiir Teilmengen Y; C
Yo und = ¢ Y5 sei also die Menge Y;U{z} unabhéngig. Dann gibt es im i.ten 1-erweiterbaren
monotonen Mengensystem ein Element y; € Y3\ Y1, so dass Y2\ {y;} U{z} im i.ten System
unabhéngig ist. Dann ist aber auch Y3 \ {y1,...,yr} U {z} eine unabhéngige Menge des
Durchschnitts. O

Der Greedy Algorithmus ist also k-approximativ fiir den Durchschnitt von k& Matro-
iden. Insbesondere erhalten wir also ein 2-approximatives Matching fiir bipartite Graphen.
Tatséchlich kénnen wir noch mehr:

Beispiel 2.5 f-MATCHING

G = (V, E) sei ein ungerichteter Graph, dessen Kanten nicht-negative Gewichte erhalten.
Fiir eine Funktion f : V — N definieren wir f-Matchings: Ein f-Matching ist eine Kan-
tenmenge M, so dass die Anzahl mit v inzidenter Kanten durch f(v) fiir jeden Knoten v
beschrankt ist. Im Optimierungsproblem f-MATCHING ist ein schwerstes f-Matching zu
bestimmen.

Unser Mengensystem besteht also aus der Grundmenge E und allen Teilmengen von FE,
die f-Matchings entsprechen. Wir zeigen, dass das Mengensystem 2-erweiterbar ist: Der
Greedy Algorithmus ist also 2-approximativ.
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Fiir den Nachweis betrachten wir zwei f-Matchings Y7 U{e} und Y5 mit ¥; C Y, wobei die
Kante e = {u, v} nicht in Y; liege. Wenn Y, U {e} ein f-Matching ist, dann sind wir fertig.
Wenn nicht, dann besitzt Y bereits f(u) Kanten, die inzident mit u, oder f(v) Kanten,
die inzident mit v sind. Wir entfernen eine mit v und eine mit v inzidente Kante aus Y5
und koénnen jetzt e gefahrlos einsetzen!

Beispiel 2.6 Ein vollstandiger gerichteter Graph mit nicht-negativen Kantengewichten ist
gegeben. In MAX-TSP ist eine Rundreise mit maximaler Lange zu bestimmen. (Eine Rund-
reise besucht jeden Knoten genau einmal.)

Die Grundmenge besteht diesmal aus allen gerichteten Kanten. Eine Teilmenge ist unab-
hangig, wenn ihre Kanten Knoten-disjunkte Pfade oder eine Rundreise bilden. Wir zeigen,
dass dieses Mengensystem 3-erweiterbar ist.

Seien also Y1U{e} und Y; zwei unabhéngige Mengen mit Y; C Y5, wobei die Kante e = (u, v)
nicht in der Menge Y5 liege. Wir entfernen zuerst, falls vorhanden, die u verlassende und
die in in v eintreffende Kante aus Y5.

Wenn wir jetzt e zu Y, hinzufiigen, dann hat jeder Knoten hochstens eine eintreffende
und eine ausgehende Kante. Wenn also die Hinzunahme von e zum jetzigen Zeitpunkt
unzuléssig ist, dann muss es genau einen Kreis geben, der keine Rundreise ist, aber e
benutzt. Aber dann hat dieser Kreis mindestens eine Kante €', die nicht zur Menge Y;
gehort. Wir entfernen die Kante €', der Kreis ist gebrochen, und wir haben eine unabhéngige
Menge erhalten.

Der Greedy-Algorithmus berechnet also eine 3-approximative Losung fiir MAX-TSP. Der
beste von effizienten Algorithmen erreichbare Approximationsfaktor ist 8/5.

Aufgabe 24

Wir betrachten das folgende Scheduling Problem: Aufgaben Ay, ..., A, konnen auf einer einzigen Maschine
ausgefiihrt werden. Aufgabe A; darf nach ihrer Release Time* r; ausgefiihrt werden und muss vor ihrer
Frist f; erledigt werden. Wird Aufgabe A; wie verlangt ausgefiihrt, dann wirft sie den Profit p; ab. Jede
Aufgabe benotigt dieselbe Anzahl von Zeitschritten fiir ihre Erledigung.

Zeige, dass das zugrunde liegende Mengensystem 2-erweiterbar ist. Ist genau ein Zeitschritt fir die Erle-
digung notwendig, dann ist das Mengensystem sogar 1-erweiterbar.

2.7 Sequenzierung

Im Problem der Sequenzierung ist die Reihenfolge der Basenpaare fiir einen Strang eines
DNA-Molekiils zu bestimmen. In der direkten Sequenzierung wird die entsprechende
DNA-Sequenz sukzessive in fast positions-disjunkte kleine Fragmente zerlegt und die klei-
nen Fragmente werden sequenziert. Da dieser Prozess iterativ kurze Prafixe von ungefahr
500 Basenpaaren aus der Sequenz herausschneidet, ist der Prozess sehr zeitaufwandig und
nicht fiir die Sequenzierung langer Sequenzen geeignet.

Andererseits lasst sich die Sequenz parallel, an fast zuféllig verteilten Positionen zerschnei-
den, aber leider geht bei diesem Prozess die Reihenfolge der Fragmente verloren. In der
Shotgun-Sequenzierung werden deshalb zuerst gentigend viele Kopien einer zu sequen-
zierenden DNA-Sequenz erstellt. Diese Kopien werden dann parallel, an nicht korrelierten



42 KAPITEL 2. GREEDY-ALGORITHMEN UND HEURISTIKEN

Postionen in kleine Fragmente zerschnitten. Die Ordnung der Fragmente ist dann algorith-
misch zu bestimmen.

Das Zusammensetzen des ,,Puzzles” aus den Fragmenten bezeichnet man als das Problem
der Fragment-Assembly.

2.7.1 Shotgun-Sequenzierung und Fragment Assembly

Die Sequenzierung einer unbekannten, nicht zu langen DNA-Sequenz besteht aus den fol-
genden Schritten:

(1) Fiihre das Shotgun-Verfahren durch.

(2) Bestimme die Reads fiir jedes Fragment, also die Folge der ungeféhr 500 Basenpaare
an einem Ende des Fragments.

(3) Fiihre Fragment-Assembly durch, also rekonstruiere die DNA-Sequenz aus den Reads.
Wir konzentrieren uns auf Schritt (3). Natiirlich gibt es viele ,Superstrings®, also Strings,

die jeden Read als Teilstring besitzen. Es liegt aber nahe, nach einem kiirzesten Superstring
zu suchen, der alle Reads als Teilstrings besitzt.

Aufgabe 25
Die Strings wug,...,u; seien vorgegeben, wobei kein String Préfix eines anderen Strings sei. Zeige oder
widerlege:

Jeder String u; kommt genau einmal als Teilstring eines kiirzesten Superstrings vor.

Aufgabe 26

In der Sequenzierung durch Hybridisierung ist ein unbekanntes DNA-Fragment S zu sequenzieren. Sei
V C ¥* die Menge aller Strings der Linge k, die als Teilstring in S vorkommen. Zusitzlich miissen wir
annehmen, dass jeder String in V' genau einmal in S vorkommt. Rekonstruiere S in Zeit O(]S|).

Hinweis: Formuliere das Rekonstruktionsproblem als ein graph-theoretisches Problem. Hilft das Problem
des Auffindens eines Euler-Weges? (Ein Euler-Weg durchléuft jede Kante genau einmal. Wenn ein Euler-
Weg existiert, dann kann ein Euler-Weg in Linearzeit bestimmt werden.)

Aufgabe 27

In einer anderen Variante der Hybridisierungsmethode versucht man ein DNA-Fragment S zu rekonstru-
ieren, indem man das Fragment auf Vorkommen von (sorgfiltig ausgewéihlten) Strings (Proben) in S
untersucht. Das Ziel dabei ist, so wenig Proben wie moglich zu benutzen. Man kann das Problem wie folgt
formulieren.

Sei S ein String (das “Geheimnis des Lebens”, eine DNA-Sequenz, etc.) der Lange n = |S| tiber einem
Alphabet ¥ mit |X| = a. Wir mé6chten den String rekonstruieren, wobei die Lange n des Strings uns bekannt
sei. Es gebe ein Orakel, das fiir jede den String S betreffende Frage eine Antwort JA oder NEIN gibt. Sei
T(S) die minimale ausreichende Anzahl der Fragen an das Orakel, um den String S zu rekonstruieren.

(a) Zeige, dass unabhéngig davon, welche Fragen wir stellen werden, es einen String S mit
T(S) > n-log,

gibt.
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(b) Nehmen wir jetzt an, dass wir nur fragen konnen, ob ein (beliebiger) String u als Teilstring in S
vorkommt. Das Orakel gibt uns die Antwort, sagt aber nicht wo und wie oft der String u in S vorkommt.
Es ist bekannt, dass es Strings S mit T'(S) > an/4 — O(n) gibt. Zeige, dass

T(S)<a-(n+1).

Bemerkung: Mann kann auch T'(S) < (o — 1) - n + O(logn + ) zeigen.

Leider liegen die Daten nicht in idealer Form vor. Zu den problematischen Féllen gehoren
unter anderem:

(1) Fehler beim Sequenzieren der Fragmente, so dass einige angegebene Basen falsch sind.

(2) Fehler beim Kopieren: Zum Beispiel konnen sich Fragmente einer Wirt-DNA mit den
Fragmenten der DNA-Sequenz vermischen.

(3) Fragmente von beiden Strangen des Molekiils tauchen auf.

(4) Uberdeckungsliicken: Einige Regionen der DNA-Sequenz werden moglicherweise nicht
von Fragmenten tiberdeckt.

Neben diesen Problemquellen muss man sich auch um das Problem langer Repeats, also
um wiederholt in der DNA-Sequenz auftretende Teilstrings, kiimmern. Beispielsweise gibt
es ein 300 Basenpaare langes Segment, das mit 5-15 prozentiger Variation mehr als 1
Million Mal im menschlichen Genom vorkommt. Algorithmen fiir das Zusammensetzen der
Fragmente versuchen natiirlich, moglichst kurze Superstrings vorzuschlagen und tendieren
deshalb dazu, lange Repeats zu unterdriicken. Repeats sind ein sehr kritisches Problem
und sind zum Beispiel dafiir verantwortlich, dass oft Physical Mapping zur Vorbereitung
der Shotgun-Sequenzierung benoétigt wird.

2.7.2 Sequenzierung der Drosophila-DNA

Die Drosophila-DNA wurde von Celera Genomics in Zusammenarbeit mit dem 6ffentlichen
Berkeley Drosophila Genom Project sequenziert.

Die Drosophila-DNA besteht aus ungefahr 137 Millionen Basenpaaren, die durch drei Mil-
lionen Fragmente fast 14-fach tiberdeckt wurden. Die Fragmente sind entweder kurz (2,000
Basenpaare) oder lang (10,000 Basenpaare) und Reads aus 500 Basenpaaren werden fiir
die beiden Enden eines Fragments erstellt. Da beide Enden eines Fragments sequenziert
werden, erhélt man Paare von Reads, von denen man hochwahrscheinlich weif3, dass sie
um ungefahr 1,000 oder um ungefdhr 9,000 Basen auseinanderliegen. Wir nennen solche
Paare Mates-Paare. Aufgrund der Distanz zwischen Mates werden Repeats im Allgemei-
nen nur ein Element des Paares besitzen und Mates-Paare helfen bei der Entdeckung von
Repeats. Neben den Mates-Paaren werden auch STS-Karten eingesetzt: Da die ungefihre
Distanz zwischen aufeinanderfolgenden STS-Markern bekannt ist, dienen die Karten der
Orientierung und der Uberpriifung wihrend des Prozesses des Fragment-Assembly.

Das Zusammensetzen des ,,Puzzle“ beginnt mit ,,Ziigen“ von geringstem Risiko und nimmt
dann langsam an Risiko zu. Zuerst werden in einem duflerst rechenaufwandigen Verfahren
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je zwei Reads verglichen. Ein Paar von Reads heifle signifikant, wenn die Reads einen Teil-
string ¢ der Lange mindestens 40 besitzen, so dass ¢ ein Suffix des ersten und ein Prafix
des zweiten Reads ist. Unter den signifikanten Paaren befinden sich Paare mit einer echten
Uberlappung und Paare, die sich aufgrund eines Repeats iiberlappen; eine ,,unechte“ Uber-
lappung kann nicht ausgeschlossen werden, ist jedoch aufgrund der Lange des gemeinsamen
Teilstrings sehr unwahrscheinlich.

Im ersten Zug werden mit Hilfe der signifikanten Paare Gruppen von Reads gebildet, so
dass die Reads einer Gruppe

e cine gemeinsame Sequenz besitzen,
e die nicht von anderen (ebenfalls iiberlappenden) Reads in Frage gestellt wird.

Es stellt sich heraus, dass nur wenige Gruppen untereinander tiberlappen. Auch wird be-
hauptet, dass 99% der Gruppen bereits richtig zusammengesetzt sind. Nach der Grup-
penbildung beginnt die Fehlersuche mit Gruppen, die an einigen Positionen zu tief sind:
Hier besteht Anlass, einen Repeat zu vermuten und die entsprechenden Gruppen werden
disqualifiziert.

Die verbleibenden Gruppen sind jetzt mit Hilfe der Mates-Paare anzuordnen. Da die meis-
ten Repeats nicht mehr als 7,000 Basenpaare umfassen, helfen Mates-Paare Repeats zu
iiberbriicken. Wenn zwei Gruppen mindestens zwei Mates-Paare besitzen, dann werden die
beteiligten Gruppen rdaumlich nahe beieinander liegen. Nachdem dieser Zug abgeschlossen
ist, geht man zum riskanteren Zug tiber, diejenigen Gruppen nebeneinander zu legen, die
nur ein Mates-Paar besitzen. Nach diesen beiden Ziigen ist (hoffentlich) die genaue Per-
mutation der Gruppen bekannt und die Sequenz ist bis auf Liicken bestimmt, wobei eine
Liicke aufgrund fehlender Daten oder aufgrund eines Repeats entsteht.

Fir den Fall eines Repeats suchen wir die disqualifizierte Gruppen auf. Zuerst werden
disqualifizierte Gruppen in die Liicken geworfen, wobei mindestens zwei Mates-Paare auf
jeder Seite die disqualifizierte Gruppe mit der jeweiligen Randgruppe verbinden. Auf diesen
konservativen Zug folgt der riskantere Zug, eine disqualifizierte Gruppe auch dann in eine
Liicke zu werfen, wenn an einer Seite nur ein Mates-Paar absichert. Schliefllich ordnet
man Repeats ohne Absicherung ein, indem man die grofite Uberlappung zu einer Gruppe
wéahlt. (Warum greift man disqualifizierte Gruppen trotz der Gefahr der Repeats wieder
auf? Repeats gefahrden die genaue Lokalisierung, aber die Lokalisierung ist durch die
Absicherung mit Mates-Paaren zumindest fiir die beiden ersten Zugtypen bereits gegeben.
Natiirlich besteht weiterhin die Gefahr, dass Repeats die Sequenz verfalschen und die
Sequenzierungsmethode muss, nach Produktion der Sequenz, auf diese Schwachstelle der
Sequenz hinweisen. )

2.7.3 SHORTEST COMMON SUPERSTRING
In SHORTEST COMMON SUPERSTRING ist eine Menge U von Strings gegeben. Wir

suchen einen String S minimaler Lange, der alle Strings in U als Teilstrings enthélt.
Wir fithren zuerst das zentrale Konzepts des Overlaps zwischen zwei Strings ein.
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Definition 2.17 Fur Strings v und v sei overlap(u,v) die Linge des lingsten Suffix von
u, der auch Préfix von v ist. Weiterhin ist lange(u, v) = |u| — overlap(u,v) die Lénge des
nicht tiberdeckten Préfixes von u, den wir auch mit prafix(u, v) bezeichnen.

Offensichtlich konnen wir annehmen, dass kein String in U ein Teilstring eines anderen
Strings ist. Wenn namlich zum Beispiel © € U ein Teilstring von v € U ist, dann kann u
ausgelassen werden, da u von jedem Superstring der restlichen Strings tiberdeckt wird.

Definition 2.18 Eine Menge U von k Strings und eine Bijektion 7 : {1,...,k} — U seien
gegeben. Die Bijektion 7 definiert den Superstring

S(m) = préfix(m(1), 7(2)) - prafix(7(2), 7(3)) - - - préfix(w(k — 1), w(k)) - 7(k).
Wir nennen S(7) den durch 7 induzierten Superstring von U.

Lemma 2.19 U sei eine Menge von Strings und 7 : {1,... .k} — U sei eine Bijektion.
(a) Der String S(rm) ist ein Superstring der Reads in U.
(b) Sei L =% ,cp |u|. Dann ist

|S(m)| =L — z_: overlap(m (i), m(i + 1)).

i=1
(c) Wenn S ein kiirzester Superstring ist, dann gibt es eine Permutation m mit S = S(m).

Beweis (a) sei dem Leser iiberlassen. (b) folgt aus der Beziehung lange (7w (i), 7(i + 1)) =
|7(i)| — overlap(m (i), m(i + 1)), denn

k—1

S(m)] = |x(k)| + 3 lange(r (i), m(i + 1))

=1

= |m(k) + 2:; [ |w(@)| — overlap(m (i), 7 (i + 1)) ]

k—1

= L - overlap(w(i), w(i + 1)).

=1

Fiir (c) betrachte einen kiirzesten Superstring S. Bestimme fiir jeden String u € U ein,
vom Anfang von S aus gesehen, erstes Vorkommen in S. Da kein String ein Teilstring eines
anderen Strings ist, beginnen je zwei Strings in verschiedenen Positionen. Also definieren
die Anfangspositionen der einzelnen Strings eine Ordnung auf den Strings in U und damit
eine Bijektion 7 : {1,...,k} — U.

Wir behaupten, dass S = S(m). Hierzu brauchen wir nur zu beobachten, dass der kiirzeste
Superstring S die Strings m(i + 1) weitest moglich iiber ihre Vorgénger (i) ,schieben®
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wird, da sonst S verkiirzt werden kénnte. Die Behauptung folgt, da S(7) diese maximale
Verschiebung stets durchfiihrt. O

Also gentigt es, eine Permutation m mit moglichst grofem Overlap

k—1

> overlap(m(i), 7(i + 1))

=1

zu bestimmen.

Definition 2.20 Wir fassen einen String v als zyklischen String auf, indem wir die ersten
und letzten Buchstaben von v aneinander kleben. Wir sagen, dass u die Periode v hat,
falls wir u vollstandig um v wickeln konnen. Trifft dies zu, dann sagen wir auch, dass u die
Periodenlénge |v| hat. v ist die minimale Periode von u, falls u die Periode v hat und falls
|v| die minimale Periodenldnge von wu ist.

Die folgende zentrale Eigenschaft besagt, dass der Overlap zweier Strings durch die Summe
ihrer Periodenlangen beschrankt ist.

Lemma 2.21 Overlap-Lemma
Seien uy und us zwei beliebige Strings mit minimalen Periodenlingen p1 und py. Wenn uq
und us verschiedene minimale Perioden besitzen, dann ist

overlap(uy, ug) < p1 + pa.
Fiir den Beweis benétigen wir eine Beobachtung tiber periodische Strings.

Lemma 2.22 Das ggT-Lemma
Der String v habe Perioden der Langen p und q, wobei p + q < |v| gelte. Dann besitzt v
auch eine Periode der Linge ggT(p,q).

Beweis: O.B.d.A. gelte ¢ < p. Wir werden zeigen, dass v auch eine Periode der Léinge
p — q besitzt. Beachte, dass Euklids Algorithmus den grofiten gemeinsamen Teiler von
p und ¢ rekursiv berechnet unter Ausnutzung von ggT(p,q) = ggT(q,p — q). Wenn wir
also die Periodenliange p — ¢ nachweisen konnen und unsere Argumentation iterieren, dann
simulieren wir Euklids Algorithmus und erhalten die Behauptung.

Beachte zuerst, dass fir ¢ < |v| — p stets v; = v;4, gilt, denn v hat Periode p. Andererseits
hat v auch Periode ¢ und deshalb ist v;4, = v;4,—4 fiir ¢ < |v|—p und insgesamt v; = v;4,_,
fir i < |v| —p.

Mit analogem Argument zeigt man v; = v;—, = Vg4, fir ¢ < i < |v| — p+ ¢. Einer der
Falle ¢ < i < |v| — p+ q und i < |v| — p trifft aber fir jedes ¢ mit ¢ < [v| — p+ ¢ zu und v
hat die Periode p — gq. O

Beweis von Lemma Wir fiihren den Beweis durch Widerspruch und nehmen an,
dass overlap(uy, ug) > p1 + p2, wobei v; und vy die entsprechenden Perioden von w; und
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ug seien. Sei u der Suffix-Prafix Match von u; und wue. Dann ist overlap(uy, us) = |u| >
p1+p2 = |vi| + |val.

Wir fassen v; und v, als zyklische Strings auf, und beachten, dass wir u vollstandig um v,
wie auch vollstandig um vy wickeln kénnen.

Fall 1: ‘Ull = |’U2|.

Nach geeigneten zyklischen Shifts von v; und ve mit Resultaten v und v3 stimmen v} und
v3 mit den ersten |v;| Buchstaben von u iiberein. Also ist vy ein zyklischer Shift von wy.
Damit besitzen aber u; und us im Gegensatz zur Annahme identische minimale Perioden.
Fall 2: |vy| # |vs].

O.B.d.A. sei |v1]| > |vg|. Nach Annahme ist w > |v;|+ |v2|, und wir kénnen das ggT-Lemma
anwenden. Der String u hat also eine Periode v der Lange ggT'(|vy |, |va|) < max{|v1], |ve|} =
|v1]. Wir kénnen u vollstdndig um vy wickeln und deshalb kénnen wir auch v; um v wickeln.

Aber |v] ist ein Teiler von |v; |: Der String u; hat die Periode v < |v;[, und das ist unméoglich.
U

Unser Approximationsalgorithmus benutzt den Begriff der Zyklus-Uberdeckung.

Definition 2.23
(a) Fiir einen String v sei v>° der unendlich oft mit sich selbst konkatenierte String v.

(b) Ein String v ist eine zyklische Uberdeckung eines Strings u, wenn u ein Teilstring des
Strings v> ist.

(c) Seien U und V Mengen von Strings. Wir sagen, dass V eine zyklische Uberdeckung
von U ist, wenn jedes u € U von mindestens einem String v € V' zyklisch tiberdeckt
wird. Weiterhin ist 3",cy |v| die Lénge der Zyklus-Uberdeckung V'

Im Problem ZYKLUS-UBERDECKUNG ist ebenfalls eine Menge U von Strings gegeben,
und eine zyklische Uberdeckung der Menge U minimaler Linge ist zu bestimmen. Erstaun-
licherweise werden wir spéater mit Algorithmus eine minimale Zyklus-Uberdeckung
effizient berechnen.

Offensichtlich ist ein kiirzester Superstring S auch eine zyklische Uberdeckung von U und
die Lange von S ist deshalb mindestens so grof3 wie die Lange einer minimalen zyklischen
Uberdeckung. Wir erhalten also eine gute untere Schranke durch die Lange einer minimalen
zyklischen Uberdeckung. Wir zeigen jetzt umgekehrt, wie man aus einen nicht zu langen
Superstring aus einer minimalen zyklischen Uberdeckung erhlt.

Algorithmus 2.24 Berechnung kurzer Superstrings

(1) Die Eingabe besteht aus einer Menge U von Strings, wobei kein String aus U ein
Teilstring eines anderen Strings aus U ist.

(2) Bestimme eine minimale Zyklus-Uberdeckung V' von U.
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(3) Betrachte alle Zyklen v € V' nacheinander.

Sei U, C U die Menge der von v zyklisch iiberdeckten Strings aus U. Das erste
Vorkommen der Strings aus U, in v* definiert eine Ordnung auf den Strings aus U,
und damit eine Bijektion m,. Berechne den durch 7, induzierten Superstring S, (7,)
von U,.

Kommentar: Wir erhalten S,(m,), wenn wir den Zyklus v ,aufbrechen“, wenn wir
also die Strings in U, gemaf} ihrer Ordnung maximal iibereinander schieben, aber
den letzten String nicht mehr tiber den ersten schieben.

(4) Gib die Konkatenation Il,cy S, (m,) der Superstrings als Resultat aus.

Kommentar: Angenommen, es gibt fiir jeden Zyklus v € V mindestens einen String
in U,, der hochstens so lang wie v ist. Da kein String in U Teilstring eines anderen
Strings ist, sind somit alle Strings hochstens so lang wie ihre Zyklen. Damit fiithrt das
Aufbrechen der Zyklen hochstens zu einer Langenverdopplung und wir erhalten einen
2-Approximationsalgorithmus, da die Linge der minimalen Zyklus-Uberdeckung die
Lange eines kiirzesten Superstrings nicht tibersteigt.

Fazit: Das Problem sind hochgradig zyklische Strings in U, eine im Anwendungsfall
durch Repeats tatsiachlich gegebene Gefahr.

Lemma 2.25 Algorithmus berechnet einen 4-approximativen Superstring.

Beweis: Fir v € V sei u, € U der geméf} 7, letzte von v zyklisch tiberdeckte String aus
U. Wir erhalten, dass S,(m,), der Superstring des Zyklus v, die Lange hochstens |v] + |u,]
hat und Algorithmus berechnet damit einen Superstring der Lange L mit

L<) (Jol + fu).

veV

Wir betrachten einen kiirzesten Superstring S* fiir die jeweils letzten Strings und nehmen
O.B.d.A. an, dass ug,...,u, diese letzten Strings sind und in dieser Reihenfolge in S*
vorkommen. Sei Lo die Lange des kiirzesten Superstrings fir alle Strings in U, und wir
erhalten wegen Loy > |S*|, dass

r r—1

Lope > Y |ui| = overlap(u;, uit1)
i=1 i=1
r—1

> D fuil = Y (il + [vinal)
i=1

=1

In der ersten Ungleichung haben wir Lemma [2.19(b) angewandt, wihrend die zweite Un-
gleichung aus dem Overlap Lemma folgt. Also ist

D luil < Lope +2- 3 Jol,
i=1

veV
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und Algorithmus berechnet einen Superstring der Lange

L< Z|v|+2]ui|SLopt+3-Z|v|§4-Lopt.

veV i=1 veV

Die Behauptung folgt. U

2.7.4 ZYKLUS-UBERDECKUNG

Um die Beschreibung von Algorithmus [2.24] abzuschliefen, miissen wir eine minimale
Zyklus-Uberdeckung fiir eine Menge U von Strings konstruieren. Dazu betrachten wir einen
gerichteten Graphen G = (U, E') mit £ = U x U und weisen einer Kante (uy, us) das Ge-
wicht overlap(uy, ug) zu.

Wir betrachten jetzt einen Kreis (u, ..., ug, u1) in G. Dieser Kreis erzeugt einen zyklischen

String der Lange
k k-1

Z |us| — overlap(ug, u1) — Z overlap(u;, ui+1)

i=1 i=1
Fazit: Eine disjunkte Zerlegung der Knotenmenge von G in Kreise von maximalem
Kantengewicht liefert eine minimale Zyklus-Uberdeckung, da dann die Summe der
Zyklenléngen kleinstmoglich ist.

Wir haben ZYKLUS-UBERDECKUNG also auf das folgende Graphenproblem reduziert:
Fiir einen gerichteten Graph G = (U, E) mit F = U x U und Gewichten w, fir die Kanten
e € E bestimme eine Zerlegung von U in disjunkte Kreise mit maximalem Gewicht.
Beachte, dass ein perfektes Matching von B einer Kreis-Zerlegung von G entspricht! Wir
werden spater sehen, dass maximale Matchings fiir bipartite Graphen mit Hilfe der linearen
Programmierung effizient gefunden werden koénnen, und damit haben wir die gewtinschte
effiziente Losung fiir die maximale Kreis-Zerlegung erhalten. In unserem speziellen Fall
gelingt aber eine noch einfachere Losung.

Algorithmus 2.26 Berechnung einer minimalen Zyklus-Uberdeckung

(1) Die Eingabe besteht aus einer Menge U von Strings.

(2) Bestimme den gerichteten Graph G = (U, E') mit F = U x U und die Kantengewich-
tung gewicht : £ — R mit gewicht(u, us) = overlap(uq, us).

(3) Sortiere die Kanten in E nach ihrem Gewicht. Setze E* = ().
(4) Wiederhole, solange E # 0):

(4a) Bestimme die Kante e = (u1,u2) € E mit groitem Gewicht. Fiige e zu E* hinzu.

(4b) Entferne aus E alle den Knoten u; verlassenden und alle den Knoten usy errei-
chenden Kanten.
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(5) Berechne eine Zyklus-Uberdeckung aus den durch E* definierten Kreisen.

Bemerkung 2.7 Wir wahlen die Tripel (erster String, zweiter String, Overlap) als Daten-
elemente. Algorithmus ist dann ein nicht-adaptiver Priority-Algorithmus, der Daten-
elemente nach absteigendem Overlap anordnet.

Dieser Greedy-Algorithmus funktioniert nur in unserer speziellen Situation, da die Monge-
Ungleichung fiir Strings gilt:

Aufgabe 28
Seien w1, ug, vy, v vier beliebige Strings, wobei

overlap(uy,v1) = max { overlap(u;,v;) | 1 < ,j <2}
gelte. Zeige die Monge-Ungleichung (Gaspard Monge 1746-1818):

overlap(uy,v1) + overlap(usg, v2) > overlap(us, vs) + overlap(uz, v1).

Satz 2.27 Algorithmus[2.26 berechnet eine minimale Zyklus-Uberdeckung. Insbesondere ist
Algorithmus 4-approximativ.

Aufgabe 29

(a) Beweise Satz mit Hilfe der Monge-Ungleichung.

(b) Angenommen die Kantengewichte w(u, v) fiir die Kante (u, v) besitzen nur die Eigenschaft w(u,v) > 0.
Zeige, dass Algorithmus in diesem Fall eine Zyklus-Uberdeckung berechnet, die bis auf den Faktor 2
optimal ist.

Noch naheliegender als Algorithmus ist der folgende Greedy-Algorithmus.
Algorithmus 2.28 Der Greedy-Superstring Algorithmus

(1) Gegeben ist eine Menge U von Strings, wobei keine zwei Strings in U Teilstrings
voneinander sind.

(2) Wiederhole, solange bis |U| = 1.

(2a) Bestimme zwei Strings u # v € U mit maximalem overlap(u, v).

(2b) Ersetze U durch U \ {u,v} U {w}, wobei w = préfix(u,v) - v.

(3) Gib den verbleibenden String in U als Superstring aus.

Offenes Problem 1
Man kann zeigen, dass Algorithmus 4-approximative Superstrings berechnet, vermutet aber, dass der
Algorithmus sogar 2-approximativ ist.

Aufgabe 30
Sei Sopt (U) die Lénge eines kiirzesten Superstrings und Sgreedy (U) die Lange des vom Greedy-Algorithmus
berechneten Superstrings fiir U.
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(a) Konstruiere eine Menge U von drei Strings, so dass keine zwei Strings in U Teilstrings voneinander
sind und der Approximationsfaktor

Sgreedy (U)
a U — greedy
) Sopt(U)

grofftmoglich ist.
(b) Zeige, dass a(U) < 2, wann immer |U| < 3.

Bemerkung: Man vermutet sogar, dass a(U) < 2 fir beliebige Mengen U.

2.8 Heuristiken fiir das Metrische TSP

Wir besprechen das Traveling-Salesman Problem (TSP). Zuerst werden wir feststellen, dass
TSP, wenn nicht eingeschrankt, keine verniinftigen Approximationen zulésst. Wir werden
dann das metrische TSP betrachten. Hier werden wir exemplarisch Greedy-Algorithmen in
ihrem Einsatzgebiet als Heuristiken untersuchen.

Im allgemeinen Traveling-Salesman Problem (TSP) sind n Orte vy, ..., v, sowie Distanzen
d(vi,v;) > 0 zwischen je zwei verschiedenen Orten gegeben. Eine Rundreise entspricht einer
Permutation vy (1), Ur(2), . . ., Ur(n) der Orte: Wenn v(; besucht wird, dann wird vg(4q) fiir
1 < n, bzw vy fiir © = n als nachster Ort besucht. Die Lénge der Rundreise ist dann

n—1

d (Uﬂ(n), Uﬁ(i)) + ; d (Uﬂ(i), Uﬂ(i_,_l)) .

Gesucht ist eine Rundreise minimaler Lénge. Die Sprachenversion zum Traveling-Salesman
Problem (,,Existiert eine Rundreise der Lange hochstens k7) ist N"P-vollstéandig, und sogar
das Approximationsproblem ist sehr schwierig.

Satz 2.29 (a) Die Sprache
TSP ={(n,d,k) | Es gibt eine Rundreise der Linge hichstens k }

ist N'P-vollstindig.
(b) Angenommen, es gilt P # NP. Dann gibt es keinen effizienten 2™-approzimativen
Algorithmus fiir TSP!

Beweis (a): Wir zeigen, dass HAMILTONSCHER KREIS

Gibt es einen Hamiltonschen Kreis, also einen Kreis, der alle Knoten eines
ungerichteten Graphen G = (V, E) genau einmal besucht?

auf T'S P reduziert werden kann. Wenn der Graph G = (V, E') mit n Knoten eine Eingabe
fir HAMILTONSCHER KREIS ist, dann erfinden wir die folgende Instanz 7'(G) fur T'SP:

- Die Orte entsprechen den Knoten von V.
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- Fir alle Knoten u, v € V: Wenn {u, v} eine Kante in G ist, dann setzen wir d(u,v) = 1
und ansonsten d(u,v) = D.

Wir beachten zuerst, dass G genau dann einen Hamiltonschen Kreis besitzt, wenn es in
der transformierten Instanz eine Rundreise der Lange hochstens n gibt. Besitzt G hingegen
keinen Hamiltonschen Kreis, dann hat jede Rundreise mindestens die Lange n— 14 D. Fiir
D > 1 gilt also

G € HAMILTONSCHER KREIS < T'(G) hat eine Rundreise der Lange n,

und die Reduktion ist nachgewiesen. Beachte, dass HAMILTONSCHER KREIS NP voll-
standig ist.
(b) Wir haben auch erhalten, dass

G ¢ HAMILTONSCHER KREIS
< T(G) hat eine Rundreise der Lénge mindestens n — 1 + D

gilt. Wenn P # NP, dann kénnen wir HAMILTONSCHER KREIS nicht mit einem effi-
zienten Algorithmus losen. Also hat jeder effiziente Approximationsalgorithmus fiir T'S P
mindestens den Approximationsfaktor #. Die Behauptung folgt fiir D =n - 2". O

Wir haben in Satz gesehen, dass effiziente Algorithmen keine verntinftigen Approxi-
mationsfaktoren fiir das unbeschrinkte TSP Problem erreichen. Die Situation verbessert
sich, wenn wir verlangen, dass die Distanzen zwischen den Orten (oder Punkten) durch
eine Metrik gegeben sind: d ist genau dann eine Metrik, wenn fir alle Punkte u, v, w gilt:

- d(u,u) =0,
- d(u,v) = d(v,u) und
- d(u,v) + d(v,w) > d(u,w).

In diesem Fall spricht man vom metrischen TSPﬂ Wir beschreiben zuerst die Spannbaum-
Heuristik, die den Approximationsfaktor 2 fiir das metrische TSP erreicht. Sei G der Graph
mit allen Orten als Knoten und Verbindungen zwischen je zwei Knoten; die Kante {u, v}
erhélt dann die Distanz zwischen v und v als Gewicht. Wir konstruieren eine Rundreise
aus einem minimalen Spannbaum B fir G, indem wir die zu besuchenden Orte in der
Reihenfolge besuchen, in der Praorder die Knoten von B besucht.

Wie lang ist die Rundreise? Da ein Riickspringen wéahrend der Praorder-Traversierung
einem nochmaligen Durchlauf der Kanten in der Gegenrichtung entspricht, ist die aus
B erhaltene Rundreise hochstens doppelt so lang im Vergleich zum Gewicht von B. (Das
nochmalige Durchlaufen der Kanten ist ein Umweg gegeniiber einer Direktverbindung, und
der Approximationsfaktor zwei folgt aus der Transitivitdt der Metrik.) Schlielich beachten
wir, dass eine Rundreise mindestens so lang ist wie das Gewicht des minimalen Spannbaums
B: Entfernen wir ndmlich irgendeine Kante einer Rundreise, dann wird die Rundreise zu
einem Spannbaum.

2Die Webseite www.tsp.gatech.edu erhilt weitere Informationen
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Satz 2.30 Die Spannbaum Heuristik berechnet eine 2-approximative Rundreise fir das
metrische TSP.

Beispiel 2.7 Wir durchlaufen einen Spannbaum in der Prédorder-Reihenfolge und wéhlen
Direktverbindungen wéahrend des Riickspringens.

@ W~
® @ &—®
56  6d

Die Lange der Rundreise lasst sich abschatzen, wenn wir die Lange der Direktverbindungen
durch die Lange des Umwegs abschétzen. Wir erhalten eine Lénge von hochstens

dip+ (dog+dig) +dss+ (das+dss)+ (dss+dsq).

Beachte, dass alle Kanten des Spannbaums genau zweimal in der Summe auftreten.

Im obigen Beispiel werden die Abkturzungen {2,3}, {4,5} und {5, 1} gewéhlt. Wir versuchen
jetzt bessere Abkiirzungen zu finden.

Behauptung 2.1 Sei G ein ungerichteter, zusammenhdngender Graph. Dann besitzt G
genau dann eine Fuler-Tour (d.h. einen Kreis, der jede Kante genau einmal durchliuft),
wenn jeder Knoten eine gerade Anzahl von Nachbarn besitzt.

Beweis: Wenn es eine Euler-Tour gibt, betritt man auf einer solchen Tour jeden Knoten so
oft, wie man ihn verldsst. Da jede Kante auf der Tour genau einmal besucht wird, besitzt
jeder Knoten eine gerade Anzahl von Nachbarn.

Um die Umkehrung zu beweisen, zerlege den Graphen in kantendisjunkte Kreise. Zwei
Kreise mit einem gemeinsamen Knoten lassen sich zu einem Kreis verschmelzen. Da G
zusammenhéangend ist, lassen sich somit alle Kreise zu einer Euler-Tour verschmelzen. [J

Algorithmus 2.31 Der Algorithmus von Christofides fiir A-TSP

(1) Die Eingabe besteht aus einer Menge V' = {1,...,n} von n Punkten und den Di-
stanzen d, ,,. Die Distanzfunktion d erfiillt die Dreiecksungleichung.

(2) Setze G = (V,{{v,w} | v,w € Vv # w }) und weise der Kante e = {v,w} die
Distanz d, = d,,, zu.

(3) Berechne einen minimalen Spannbaum 7" fir G.
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(4) Sei U die Menge der Knoten von 7" mit einer ungeraden Anzahl von Nachbarn in 7.
Berechne ein minimales Matching M der Grofe 5 - |U| auf den Knoten in U.

(5) Fiige die Kanten in M zu den Kanten in 7" hinzu und konstruiere eine Euler-Tour E.
(6) Berechne aus E eine Rundreise durch Abkiirzungen.

Bemerkung 2.8 Der Algorithmus von Christofides ist kein Priority-Algorithmus, da die
Eingabe mehrfach betrachtet wird ohne Entscheidungen iiber die Rundreise zu treffen:
Zuerst wird ein minimaler Spannbaum bestimmt und dann ein minimales Matching.
Deshalb sollte man den Algorithmus von Christofides auch nicht als Greedy-Algorithmus
auffassen.

Beachte, dass jeder ungerichtete Graph G = (V, E) eine gerade Anzahl von Knoten mit
einer ungeraden Anzahl Nachbarn besitzt, denn in der Summe Yoy [{w | {v,w} € E}|
zéhlen wir jede Kante zweimal und die Summe hat damit den Wert 2| E|. Der Wert einer
Summe kann aber nur dann gerade sein, wenn die Anzahl der ungeraden Summanden
gerade ist. Also hat die Menge U aus Schritt (4) eine gerade Anzahl von Elementen.

Wir analysieren den Approximationsfaktor. Sei Lo, die Lange einer kiirzesten Rundreise,
MS,p¢ die Lange eines minimalen Spannbaumes und Match das Gewicht eines minimalen
Matchings. Dann ist

Msopt S Lopt7

denn eine Rundreise mit einer entfernten Kante ist ein Spannbaum, dessen Gewicht min-
destens MS,p ist. Die Lange einer kiirzesten Rundreise auf den Punkten in U ist natiirlich
durch Loy nach oben beschrankt. Eine jede Rundreise auf den gerade vielen Punkten aus
U zerlegt sich in zwei perfekte Matchings und wir erhalten

1
MatCh S 5 . Lopt-
Schliefflich ist die Lange einer Euler-Tour durch
3
MSOpt + Match S 5 . Lopt

beschrankt. Aber die Rundreise resultiert durch Abkiirzungen aus der Euler-Tour und wir
erhalten:

Satz 2.32 Der Algorithmus von Christofides ist ein %—Approximationsalgom’thmus. Seine
Laufzeit fiir n Punkte ist durch O(n?) beschrinkt.

Beweis: Zur Zeitanalyse: Wir haben bisher keine Algorithmen zur Konstruktion minimaler
perfekter Matchings kennengelernt. Es existieren aber Algorithmen mit Laufzeit O(n?)
(siche [PaSt]). Damit ist Schritt (4) der aufwandigste Schritt und wir erhalten die Laufzeit
O(n?). O
Im obigen Beispiel haben die Knoten 2, 3,4 und 5 ungeraden Grad. Wir konstruieren das
Matching M = { {2,5},{3,4} } und eine Euler-Tour (1,2,5,3,4,3,1). Dementsprechend
erhalten wir mit Abkirzungen die Rundreise (1,2,5,3,4,1).
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o

Wir besprechen zwei weitere Heuristiken. Nearest-Insertion beginnt mit der kiirzesten
Kante und baut iterativ eine Rundreise. In einem Iterationsschritt wird der Punkt gewahlt,
der unter allen noch nicht erfassten Punkten einen kleinsten Abstand zur gegenwirtigen
partiellen Rundreise besitzt. Dieser Punkt wird dann zwischen ein Paar benachbarter Punk-
te der partiellen Rundreise eingefiigt, wobei das Paar gewéhlt wird, das zu einem moglichst
kleinen Anstieg der Linge der Rundreise fiihrt.

Farthest-Insertion verfiahrt wie Nearest-Insertion, nur wird diesmal der am weitesten von
der gegenwartigen partiellen Rundreise entfernte Punkt gewéhlt. Dieser Punkt ist dann wie
in Nearest-Insertion einzufligen. Farthest-Insertion beginnt mit einer laingsten Kante.
Wie soll man Heuristiken miteinander vergleichen? Man kann zeigen, dass Nearest-Insertion
den Approximationsfaktor zwei besitzt und damit vom theoretischen Standpunkt aus ver-
gleichbar mit der Spannbaum-Heuristik und dem Algorithmus von Christofides ist. Be-
trachtet man die Grofle der Approximationsfaktoren, ist der Christofides Algorithmus vor-
teilhafter.

Offenes Problem 2

Bestimme den Approximationsfaktor von Farthest-Insertion. Es ist bekannt, dass der Faktor hochstens
[logyn] + 1, aber mindestens 2,43 in der Ebene und 6,5 in metrischen Rdumen ist.

Aufgabe 31

Nearest-Neighbor wéchst eine partielle Rundreise Knoten um Knoten. Wenn gegenwértig der Knoten v
erreicht ist, dann wird nach dem Knoten w gesucht, dessen Distanz zu v minimal unter allen noch nicht
traversierten Knoten ist. Die Kante {v, w} wird hinzugefiigt und das Verfahren wird mit w wiederholt. Sind
alle Knoten traversiert, dann wird die partielle Rundreise zu einer vollstdndigen Rundreise geschlossen.
Zeige, dass der Approximationsfaktor von Nearest-Neighbor unbeschrankt ist. (Es ist bekannt, dass der
Approximationsfaktor durch % - (logy n + 1) nach oben beschriankt ist. Eine weitaus bessere Approximati-
onsleistung ist aber durchaus moglich.)

Der Approximationsfaktor ist als Worst-Case-Fall definiert. Wie sieht der ,erwartete” Ap-
proximationsfaktor aus? Dazu hat D.S. Johnson [Joh| eine experimentelle Analyse vorge-
stellt, bei der bis zu 100.000 Punkte zuféllig aus dem Quadrat [0, 1] ausgewéhlt wurden.
Auch hier ist der Algorithmus von Christofides der Gewinner, allerdings mit geringem Ab-
stand zu Farthest-Insertion. Nearest-Insertion wird deutlich geschlagen und endet auf Platz
drei. Der klare Verlierer ist die Spannbaum-Heuristik, die bis zu 40% tiber der optimalen
Lange einer Rundreise liegt. Der Christofides Algorithmus und Farthest-Insertion sind un-
gefahr 10% tber dem Wert einer optimalen Rundreise, wiahrend Nearest-Insertion um bis
zu 25% falsch liegt.
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Kapitel 3

Dynamische Programmierung

Im dynamischen Programmieren wird das Ausgangsproblem F, in Teilprobleme P, ..., P,
aufgebrochen. Die Teilprobleme werden dann, einer Schwierigkeitshierarchie entsprechend,
gelost:

e Die Schwierigkeitshierarchie ist ein gerichteter azyklischer Graph mit Knotenmenge
Py, P, ..., P

e Eine Kante (P, P;) wird eingesetzt, wenn die Losung zu Teilproblem P; in der Be-
rechnung der Losung von P; verwendet wird.

Von dieser Perspektive aus gesehen ist die dynamische Programmierung eine weitreichende
Verallgemeinerung des Divide & Conquer Verfahrens: Die Schwierigkeitshierarchie eines
dynamischen Prgrammierverfahrens wird durch einen gerichteten azyklischen Graphen be-
schrieben, die Schwierigkeitshierarchie eines Divide & Conquer Verfahrens hingegen ent-
spricht einem Baum. Wahrend die Losung eines Teilproblems im Divide & Conquer Ver-
fahren nur von dem einen Eltern-Problem bendétigt wird, sind Losungen von Teilproblemen
im dynamischen Programmieren fiir alle Elternknoten von Relevanz und werden deshalb
abgespeichert.

Aufgabe 32

Ein Automat soll beliebige eingetippte Betridge in Miinzen ausgeben. Dabei soll eine minimale Anzahl von
Miinzen herausgegeben werden. Jeder Betrag sei durch Miinzen darstellbar.

Ck—l

(a) Die k Miinzen seien die k Potenzen 1,¢,c?, ..., einer natiirlichen Zahl ¢ > 1. Lose das Problem

durch einen Greedy-Algorithmus.

(b) Die Miinzen seien beliebig. Lose das Problem durch dynamisches Programmieren und zeige, dass
Greedy-Algorithmen mit den bekannten Strategien versagen.

Weise die Korrektheit der Algorithmen nach und analysiere jeweils die Laufzeit in Abhéngigkeit vom
Betrag B und der Anzahl verschiedener Miinztypen.

Aufgabe 33
Verwende dynamisches Programmieren, um in Polynomialzeit zu einer gegebenen Folge aq,...,a, von n
Zahlen eine langste monoton aufsteigende Teilfolge zu finden. Dabei ist eine Teilfolge eine Folge a;, , ai,, . . . , @i,

mit 1 <1 <ig <...<ip <n.

o7
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Aufgabe 34

Es ist ein Text mit n Worten wy, ..., w, gegeben, wobei das Wort w; die Lénge [; habe. Der Text soll
ausgedruckt werden, wobei in eine Zeile m Zeichen passen. Dabei sollen ,Liicken® am rechten Rand mog-
lichst klein gehalten werden. Wenn zwischen zwei Worten immer ein Leerzeichen steht, und in einer Zeile
Worte w; bis w; stehen, bleiben am rechten Rand m — j + 1 — Ei:z li; Leerzeichen. Verwende dynami-
sches Programmieren, um in Polynomialzeit den Text so auszudrucken, dass die Summe der Quadrate aller
Liickengrofien am rechten Rand (aufler in der letzten Zeile) minimiert wird.

Aufgabe 35

Es sei ein gerichteter Graph G = (V, E') mit Kantenmarkierungen w(u,v) € {1,...,k} gegeben. Zusitzlich
ist fir jede Kante eine Wahrscheinlichkeit p(u,v) gegeben, so dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten
der Kanten, welche einen Knoten verlassen, 1 ergibt. Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist das Produkt
der Kantenwahrscheinlichkeiten.

Beschreibe einen effizienten Algorithmus, der, gegeben einen solchen Graphen, einen Startknoten, sowie
eine Sequenz von Zahlen aus {1,...,k}, entscheidet, ob im Graphen ein mit dem Startknoten beginnen-
der Pfad diese Labelsequenz besitzt. Wenn dies der Fall ist, soll auch ein solcher Pfad mit maximaler
Wahrscheinlichkeit ausgegeben werden.

Aufgabe 36

Die Editier Distanz zwischen zwei Zeichenketten sei die minimale Léange einer Folge elementarer Opera-
tionen, welche die eine Zeichenkette in die andere transformiert. Als elementare Operationen betrachten
wir das Einfiigen eines Buchstaben an beliebiger Stelle, das Loschen eines Buchstaben an beliebiger Stelle,
sowie das Ersetzen eines Buchstaben an einer Stelle durch einen anderen.

Gib einen moglichst effizienten Algorithmus an, der zu zwei gegebenen Zeichenketten die Editier Distanz
bestimmt.

Aufgabe 37

Zwei Strings x,y € (X U {—1})* bilden ein Alignment der Strings u,v € ¥* genau dann, wenn

(1) w durch Entfernen der “—"-Symbole aus x entsteht und v durch Entfernen der “—”-Symbole aus y
entsteht

(2) |z| = ly| (d.h. x und y besitzen dieselbe Lange)
(3) x; # — oder y; # — fiir jedes i.

Gegeben ist ein Ahnlichkeitsmafl d zwischen Symbolen, wobei die Qualitiit eines Alignments z,y von u, v
durch d(z,y) = >, d(z;,y;) definiert ist.

Im lokalen Alignment Problem sind zwei Strings u = uy ... u, € X*,0 = vy ...0,, € ¥* gegeben. Gesucht
sind Teilstrings v’ = w;u;41...ux von w und v’ = v;v;11...7v; von v, so dass v, v’ ein Alignment z,y
mit moglichst groer Ahnlichkeit d(z,y) besitzen. Zum Beispiel sei fiir alle a # b € ¥ U {—}, d(a,a) = 2,
d(a,b) = —2 und d(a, —) = d(—,b) = —1. Dann ist

x = G C T C A A G
y = G - T — AT G

ein lokales Alignment von © = GCTCAAGA und v = CTGTATG mit Qualitit d(z,y) = 4.
Zeige, dass das lokale Alignment Problem fiir beliebige Strings w und v in Zeit O(|u| - |v|) gelost werden
kann.

3.1 Das RUCKSACK-Problem

Wir erinnern an die Definition des RUCKSACK-Problems: Es sind eine Gewichtsschranke
G und n Objekte Dy, ... D, gegeben. Das Objekt D; hat das Gewicht g; > 0 und den Wert
w; > 0; wahrend die Gewichte reelle Zahlen sind, fordern wir, dass die Werte natiirliche
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Zahlen sind. Wir mochten einen imaginédren Rucksack so bepacken, dass das Gesamtgewicht
der eingepackten Objekte hochstens G betrdagt und der Gesamtwert maximiert wird. Wir
suchen also einen Vektor x = (z1,...,2,) € {0,1}" mit

n

> a9 <G,

i=1

so dass Y., x; - w; groftmoglich ist. Das RUCKSACK-Problem in der Sprachform (gibt
es eine Auswahl mit Wert mindestens W und Gewicht hochstens G?) ist N'P-vollstandig.

Aufgabe 38

Beim fraktionalen RUCKSACK-Problem sind n Objekte D1, ..., D, mit Gewichten g; € N und Werten
w; € N gegeben. Es soll eine Beladung des Rucksacks gefunden werden, so dass eine gegebebene Gewichts-
schranke G nicht iiberschritten wird, aber der Gesamtwert der eingepackten Objekte maximal ist. Eine
Beladung darf dabei von jedem Objekt D; einen Bruchteil x; € [0,1] wéhlen, und dieser Bruchteil hat
Gewicht z; - g; und Wert x; - w;.

(a) Lose das fraktionale RUCKSACK-Problem durch einen effizienten Algorithmus und weise die Opti-
malitit der gefundenen Losung nach.

(b) Zeige, dass der Approximationsfaktor unbeschrankt ist.

(c) Sei opt der Wert einer besten Bepackung, wpk der Wert der von unserer Heuristik erreicht wird und
sel Wmax der maximale Wert eines Objekts. Zeige

opt < 2 - max{wpk, Wmax }-

Satz 3.1 Das RUCKSACK-Problem fiir n Objekte und Wertesumme W = 37" | w; kann
in Zeit O(n - W) gelost werden.

Beweis: Wir beschreiben eine Anwendung des dynamischen Programmierens.

(1) Wahl der Teilprobleme: Fiir jedes W* < W und jedes ¢ = 1,...,n bestimme das
minimale Gesamtgewicht Gewicht;(W*) einer Auswahl aus den ersten i Objekten
mit Wertesumme genau W*.

(2) Losung der Teilprobleme:
Gewicht;(W™) = min {Gewicht; _y (W* — w;) 4+ ¢;, Gewicht;_y (W™*)}.
Analysieren wir die Laufzeit. Wir haben hochstens
nW=mn- Z w;
i=1

viele Teilprobleme, die jeweils in Zeit O(1) gelost werden konnen und die Gesamtlaufzeit

ist deshalb O(nW). O

Aufgabe 39
Der Beweis zu Satz enthélt einen dynamischen Programmieransatz, der nicht vollstdndig beschrieben
ist.
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Ergéinze den Ansatz um die Initialisierung der Variablen Gewicht;(W*) und beschreibe, wie der Wert der
optimalen Bepackung ausgegeben wird.

Wir haben einen sehr guten Algorithmus erhalten, falls W klein ist. Wir zeigen jetzt, wie
man aus der exakten Losung fiir kleine Werte ein volles polynomielles Approximations-
schema fiir beliebig grofle Werte erhalt.

Algorithmus 3.2 Ein volles polynomielles Approximationsschema fiir RUCK-
SACK

(1) Sei (wy, ..., Wy, g1, .-, 3gn, G) eine beliebige Instanz des RUCKSACK-Problems. Der
Approximationsfaktor 1+ ¢ sei vorgegeben. Entferne alle Objekte, deren Gewicht die
Gewichtsschranke G tibersteigt.

(2) Packe nur das Objekt mit grofitem Wert in den Rucksack. Der erhaltene Wert sei
Wi.

(3) Die Werte werden nach unten skaliert, namlich setze

€ - max; w; w;
s=——2" und w;=|—]
n s
(4) Berechne eine exakte Losung x fiir die Instanz (w7, ..., w}, g1,...,gn, G). Wenn z die

Objektmenge I C {1,...,n} in den Rucksack packt, dann setze Wy = ¥,c; w; und
iibernimm die Bepackung fiir die alten Werte.

(5) Gib die beste der beiden Bepackungen aus.

Satz 3.3 Algorithmus ist ein volles polynomielles Approximationsschema mit Laufzeit
O(L - n?).

Beweis: Wir konnen annehmen, dass alle Objekte eingepackt werden koénnen, da der Algo-
rithmus anfinglich zu schwere Objekte entfernt. Die neuen Werte sind durch 2 beschriankte
natiirliche Zahlen. Wir kénnen somit das Optimierungsproblem in den neuen Werten (und
alten Gewichten) in Zeit O(n - (n- %)) = O(L - n®) exakt l6sen.

Sei B die gefundene Bepackung und B, die optimale Bepackung fir die alten Werte.
Dann gilt fiir den Skalierungsfaktor

5 — g - Hlan U)j7
n
dass
w; w
dwp <Y s (741 < D s [ =] +sn

i€ Bopt i€ Bopt S i€ Bopt §

< N os- [%j + sn denn B ist die beste Bepackung fiir die Werte w; = ||

i€B §
< Zwi + sn.

ieB
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Fall 1: ) ,cp w; > max; w;. Es ist

i Wy iceB Wi sn sn sn
B Wi LienWi + <1+ <14+ —— <1+ (3.1)
>ieB Wi > ieB Wi > ieB Wi max; Wy

Fall 2: ), p w; < max; w;.
Algorithmus findet eine Bepackung mit Wert max; w;. Es ist

i€ Bopt Wi < Siep Wi + sn < Max; w; + sn

man U)j man ’(,Uj maxj U}j

denn wir haben die Fallannahme benutzt. Die Behauptung folgt jetzt analog zu (3.1). O

3.2 BIN PACKING

In BIN PACKING sind n Objekte mit Gewichten gy, ..., g, in méglichst wenige Behélter zu
verteilen, so dass jeder Behélter mit einem Gesamtgewicht von hochstens 1 belastet wird.
Eine Anwendung von BIN PACKING ist die Verteilung von Werbespots auf moglichst
wenige Programm-Unterbrechungen fester Lange.

Wir zeigen zuerst, dass BIN PACKING keine effizienten (% — ¢)-approximativen Algorith-
men besitzt! Dazu betrachten wir das N'P-vollstandige PARTITION Problem:

Fiir n natiirliche Zahlen x4, ..., z, ist festzustellen, ob es eine Teilmenge [ C
{1,...,n} mit

gibt.

Wir kénnen aber PARTITION offensichtlich als ein BIN PACKING Problem mit Kapazitét

1.3 | a; statt Kapazitit 1 formulieren. Als Konsequenz wird ein (% — ¢)-approximativer

2

Algorithmus fiir BIN PACKING das PARTITION Problem l6sen!

Aber diese Beobachtung schliefit nicht aus, dass es scharfe Approximationen mit einem
kleinen additiven Zusatzterm gibt. Genau das nutzen wir in Abschnitt aus, um ein
polynomielles Approximationsschema fiir ,die kleinste Anzahl von Behéltern +1* zu er-
halten.

3.2.1 Greedy Algorithmen

Wir besprechen zuerst zwei On-line Algorithmen, die das ite Objekt einem Behélter zu-
weisen miissen, ohne die zukiinftigen Objekte, also die Objekte ¢ + 1,... zu kennen.

Algorithmus 3.4 Next-Fit

(1) n Objekte mit Gewichten gy, ..., g, € [0,1] sind in Behélter zu verteilen.
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(2) Bearbeite die Objekte der Reihe nach:

Fiige das ite Objekt in den zuletzt geodffneten Behélter ein, wenn es ,passt®
Ansonsten 6ffne einen neuen Behélter.

Kommentar: Zwei aufeinanderfolgende Behélter tragen eine Gesamtbelastung
grofer als 1. Da mindestens [, g;] Behélter benotigt werden, aber hochstens
2-[Y; gi] Behélter geoffnet werden, besitzt Next-Fit den Approximationsfaktor
2.

Die sehr einfache Strategie Next-Fit erreicht also bereits den Approximationsfaktor 2 und
es besteht somit berechtigter Anlass zur Hoffnung auf substantielle Verbesserungen. Wir
erreichen zum Beispiel eine deutliche Verbesserung, wenn wir versuchen, das Offnen neuer
Behalter zu erschweren.

Algorithmus 3.5 First-Fit

(1) n Objekte mit Gewichten ¢, ..., g, sind in Behélter zu verteilen.
(2) Bearbeite die Objekte der Reihe nach:

Fiige das ite Objekt in den ersten Behélter ein, in den es passt. Passt das Objekt
in keinen Behélter, dann 6ffne einen neuen Behélter.

Aufgabe 40
Sei opt die minimale Behélterzahl. Zeige, dass First-Fit hochstens 1.7 - opt + 2 Behélter 6ffnet.

Aufgabe 41
Zeige, dass kein On-line Algorithmus fiir BIN PACKING stets hochstens

4
(3—5) ~opt +C

Behalter 6ffnet. Hier ist § > 0 eine beliebig kleine und C' > 0 eine beliebig grofle Konstante. Beachte, dass
der On-line Algorithmus nicht effizient sein muss. Hinweis: Betrachte eine Instanz I, die aus n Objekten
mit Gewicht % — ¢, gefolgt von n Objekten mit Gewicht % + € besteht.

Wir wenden uns jetzt Off-line Strategien zu.

Algorithmus 3.6 First-Fit-Decreasing
(1) n Objekte mit Gewichten gy, ..., g, sind in Behélter zu verteilen.
(2) Sortiere die Objekte absteigend nach ihrem Gewicht.
(3) Bearbeite die Objekte der Reihe nach:

Fiige das ite Objekt in den ersten Behélter ein, in den es passt. Passt das Objekt
in keinen Behélter, dann 6ffne einen neuen Behélter.

Kommentar: First-Fit-Decreasing verhalt sich also wie First Fit nachdem die
Ordnung der Objekte verandert wurde.



3.2. BIN PACKING 63

Zur Analyse von First-Fit-Decreasing unterteilen wir die Objekte in die folgenden vier
Gewichtsklassen:

2 1 2

A = | = < e B =] = < [ <z )

iz <o} fily<a<:)

1 1 , 1
~ filg<@<;} D={ila<g}

First-Fit-Decreasing arbeitet die Objekte nach absteigendem Gewicht ab und wir beobach-
ten seine Vorgehensweise auf den Objekten in A U B U C. Zuerst werden die Objekte aus
A verteilt, wobei jedes dieser schweren Objekte seinen eigenen Behélter bendtigt. Danach
werden die Objekte aus B bearbeitet, die ebenfalls jeweils einen eigenen Behélter ben6ti-
gen. Bisher ist die Verteilung der Objekte natiirlich optimal. Schliellich werden die Objekte
aus C' verteilt und zwar wird jedes C-Objekt in den Behélter gepackt, dessen verbleibende
Restkapazitat minimal ist.

Die Verteilung der C-Objekte ist aber auch bestmoglich, denn es geht nur darum, Behélter
mit B-Objekten wenn moglich auch mit einem C-Objekt zu nutzen. (Die Nutzung eines
Behélters durch zwei C-Objekte ist stets moglich.) Also ist die Vorgehensweise von First-
Fit-Decreasing optimal und wir erhalten:

Satz 3.7 Wenn First-Fit-Decreasing keinen Behdlter erzeugt, in dem nur Objekte aus D
liegen, dann berechnet First-Fit-Decreasing eine optimale Losung. Ansonsten ist die Anzahl
gedffneter Behdlter durch % opt +1 nach oben beschrankt.

Beweis: Wenn kein Behélter nur Objekte aus D enthélt, dann musste First-Fit-Decreasing
nach Verarbeitung der Objekte aus A U B U C keinen weiteren Behélter 6ffnen und damit
wird eine optimale Losung berechnet.

Werden hingegen neue Behalter geoffnet, dann besitzen alle Behélter, bis auf moglicher-
weise den letzten Behalter, ein Mindestgewicht von mehr als % und die Behauptung folgt.

O

Bemerkung 3.1 Wir geben eine worst-case Eingabe fiir First-Fit-Decreasing an. Insge-
samt liegen 5Hn Objekte vor, von denen n Objekte das Gewicht % + ¢, n Objekte das
Gewicht i +2¢, n Objekte das Gewicht % + ¢ und 2n Objekte das Gewicht i — 2¢ besitzen.
Eine optimale Verteilung fiillt genau % -n Behélter durch n-maliges Zusammenstellen der
Gewichte % + €, i + ¢ und i — 2¢ sowie durch F-maliges Zusammenstellen der Gewichte
142, 1+2,1—2und § — 2.

First-Fit-Decreasing fiillt zuerst n Behélter mit Gewicht % + ¢ und schlielt diese Behalter
sodann durch die zuséatzliche Bepackung mit Gewicht i + 2e. Danach werden jeweils drei
Objekte mit Gewicht i + ¢ zusammengepackt und schliellich jeweils vier Objekte mit
Gewicht 1 — 2e. Insgesamt werden also n + % + 2 = 1&% Behalter bendtigt.

11'n /3n 11

Beachte, dass " /%" = <.

Algorithmus 3.8 Best-Fit-Decreasing

'Es ist sogar bekannt, dass First-Fit-Decreasing hchstens 19—1 - opt + 2 Behalter 6ffnet.
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(1) n Objekte mit Gewichten gy, ..., g, sind in Behélter zu verteilen.
(2) Sortiere die Objekte absteigend nach ihrem Gewicht.
(3) Bearbeite die Objekte der Reihe nach:

Fiige das ite Objekt in den Behélter ein, dessen verbleibende Restkapazitat mi-
nimal ist. Passt das Objekt in keinen Behélter, dann 6ffne einen neuen Behélter.

Best-Fit-Decreasing ist mindestens so gut wie First-Fit-Decreasing, denn:

Aufgabe 42

Zeige: Fir jede Instanz von BIN PACKING wird Best-Fit-Decreasing hochstens so viele Behélter wie
First-Fit-Decreasing 6ffnen.

Aufgabe 43

Im d-dimensionalen BIN PACKING sind n Objekte gegeben, deren Gewichte durch Vektoren g; = (gs1, - . ., gid)
der Lange d mit g;; € [0, 1] beschrieben werden. Jeder Behélter besitzt die Kapazitdt (1,1,...,1). Die n
Objekte sind in moglichst wenige Behélter zu verteilen, so dass jeder Behélter B mit einem Gesamtgewicht

> icp gi von hochstens (1,1,...,1) belastet wird, d.h. es muss

Zgij <1

i€B

fiir alle Koordinaten j =1,...,d gelten.

Beschreibe einen effizienten Approximationsalgorithmus, der héchstens 2d - opt Behélter 6ffnet. Der Al-
gorithmus sollte moglichst schnell sein.

Aufgabe 44

Wir betrachten eine Variante von BIN PACKING. Fiir n Objekte mit Gewichten g1, ..., g, € [0, 1] und eine
Zahl m wird nach der maximalen Anzahl von Objekten gefragt, die in m Behélter (jeweils mit Kapazitét
1) gepackt werden konnen.

(a) Zeige, dass fir m = [Y__, g;] eine entsprechende Version vom First-Fit Algorithmus mindestens
n/2 der n Objekte einpacken wird.

(b) Zeige, dass diese Variante kein volles polynomielles Approximationsschema besitzt, wenn P # NP.
Hinweis: Erstes Ubungsblatt.

3.2.2 Ein polynomielles Approximationsschema

Wir beobachten zuerst, dass BIN PACKING exakt durch ,effiziente” Algorithmen l6sbar
ist, wenn die Objekte nur zu wenigen verschiedenen Gewichtsklassen gehoren. Als Vorbe-
reitung bendtigen wir die folgende Beobachtung.

Beobachtung 3.1 Die Anzahl aller Vektoren (aq, ..., a,) mit
- a,...,ay € N und
-Ylia <r

ist hochstens (g;") )
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Beweis: Die Anzahl dieser Vektoren ist beschrankt durch die Anzahl binarer Worte der
Lange hochstens g +r — 1 mit genau g — 1 Nullen, denn wir kénnen die Nullen als Trenn-
zeichen zwischen den unédren Darstellungen der a; auffassen. Es gibt genau (gi) binére
Worte der Lange R mit g — 1 Nullen. Also folgt

2 let) = ()

und das war zu zeigen. U

Lemma 3.9 FEs gelte ¢ > 0 und G € N. n. Objekte mit Mindestgewicht € und héchstens G
verschiedenen Gewichten seien in Behdlter zu verteilen. Dann kann eine optimale Vertei-
lung in Zeit proportional zu

(n ;B> = poly(n)

mit B = (L%JGJFG) bestimmt werden.

Beweis: Ein Behélter-Typ wird durch den Vektor (a; : 1 < i < G) beschrieben, wobei a;
die Anzahl der Objekte vom iten Gewicht ist. Ein Behdlter kann héchstens [1] Objekte
aufnehmen. Folglich gibt es nach der obigen Beobachtung, wenn wir ¢ = G und r = L%J
1L]+G
G

setzen, hochstens B = ( ) verschiedene Behalter-Typen.

Wir stellen eine vollstdndige Bepackung durch den Vektor (by,...,bg) dar, wobei b; die
Anzahl der Bins vom Typ 7 ist. Die Anzahl der verschiedenen Bepackungen ist also durch
die Anzahl der Vektoren (by,...,bg) mit by,...,bp € Nund }°,_; b; < n beschrankt. Deren
Anzahl ist aber hochstens "EB )

Wir koénnen also eine beste Bepackung bestimmen, indem wir alle verschiedenen Bepa-

ckungstypen aufzahlen. Die Behauptung folgt, da (";B ) ein Polynom in n ist. U

Wir nehmen weiterhin an, dass alle Objekte das Mindestgewicht € besitzen. Als ersten
Schritt unseres Algorithmus sortieren wir die n Objekte nach aufsteigendem Gewicht und
zerlegen die sortierte Reihenfolge in G = [%] Intervalle mit jeweils hochstens E = |n - €]
Elementen. Um Lemma [3.9 anzuwenden, runden wir die Gewichte eines jeden Intervalls
auf und setzen sie auf das grofite Gewicht ihres Intervalls. Wir bezeichnen die neue Instanz
mit ,auf“ und nennen die durch Abrundung auf das kleinste Gewicht eines jeden Intervalls
erhaltene Instanz ,ab“. Wenn bp(x) die minimale Anzahl benotigter Behélter fiir Instanz
x bezeichnet und wenn y die vorliegende Instanz ist, dann erhalten wir offensichtlich

bp(ab) < bp(y) < bp(auf).

Andererseits wird Instanz auf hochstens F mehr Behélter als Instanz ab besitzen, denn
bis auf die ¥ Gewichte des letzten Intervalls werden die Gewichte des iten Intervalls von
auf durch die Gewichte des (i 4+ 1)sten Intervalls von ab dominiert. Also ist

bp(auf) < bp(ab) +E£ < bp(y) + E.
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Es ist aber bp(y) > n - ¢, denn jedes Objekt hat Mindestgewicht €. Deshalb folgt £ =
|n - €| < e bp(y) sowie

bp(auf) < (1+¢)- bp(y).

Wir konnen aber eine optimale Verteilung fiir die Instanz auf mit Lemma exakt be-
rechnen, da nur GG verschiedene Gewichtsklassen vorliegen. Also bleibt die Frage, wie die
leichten Objekte (mit Gewicht < &) zu verteilen sind. Wir nehmen an, dass alle nicht zu
leichten Objekte bereits verteilt wurden und verteilen dann die leichten Objekte nach dem
First-Fit Prinzip.

Wenn First-Fit keine neuen Behélter 6ffnet, dann haben wir die Approximationskonstante
1 + ¢ erreicht. Ansonsten sei B die Gesamtanzahl gedffneter Behélter, wobei bis auf den
letzten Behélter alle Behéalter mit Gewicht mindestens 1 — ¢ beladen sind. Das bedeutet,
dass das Gesamtgewicht aller Objekte mindestens (B — 1) - (1 — ) betragt und folglich ist
bp(y) > (B —1)-(1—¢), bzw. es ist

bp(y)

B <
—1—¢

+1<(1+2¢) bp(y) +1,

wobeil wir ¢ < % benutzt haben.

Satz 3.10 Sei % > ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es einen Algorithmus A., der héchstens
(14 2¢) - opt + 1 Behdlter bendtigt. Die Laufzeit von A. ist polynomiell in der Anzahl der
Objekte; allerdings taucht eine Funktion von 1/¢ in den Potenzen des Polynoms auf.

Bemerkung 3.2 Leider ist dieser Algorithmus nicht praktikabel, da die vollstindige Auf-
zéahlung in Lemma zu Polynomen von utopisch hohem Grad fiithrt. Damit besagt Satz
nicht mehr, als dass die Methode der Gewichtsaufrundung sowie die Sonderbehandlung
leichter Objekte vielversprechend ist.

Beachte weiterhin, dass wir kein volles Approximationsschema erhalten haben. Dies ist
auch nicht moglich, da BIN PACKING in NPO — PB liegt und da seine Sprachenversion

Gibt es eine Bepackung mit hochstens & Behaltern?

NP-vollsténdig ist.

Tatsachlich wird in [KK82] ein effizienter Algorithmus entwickelt, der hochstens opt +
O(log5(N)) Behilter 6ffnet: N ist die Summe aller Gewichte.

Offenes Problem 3
Bis heute konnte die Existenz von effizienten Algorithmen nicht ausgeschlossen werden, die héchstens
opt + 1 Behilter 6ffnen.
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3.3 MINIMUM MAKESPAN SCHEDULING

In MINIMUM MAKESPAN SCHEDULING sind n Aufgaben A, ..., A, gegeben, wobei
Aufgabe A; die Laufzeit ¢; besitzt. Die Aufgaben sind so auf m Maschinen auszufiithren, dass
der ,Makespan*®, also die fir die Abarbeitung aller Aufgaben anfallende Bearbeitungszeit,
minimal ist. Mit anderen Worten, wenn

I; = {i| A; wird auf Maschine j ausgefiihrt}

die Menge der auf Maschine j auszufithrenden Aufgaben ist, dann ist

max ot
1<j<m{zzelj l}

der Makespan.
Wir zeigen, dass die Sprachenversion

Gibt es eine Zuweisung von Aufgaben an Maschinen, so dass der Makespan
hochstens T betragt?

bereits fir m = 2 Maschinen N P-vollstandig ist. Wir zeigen, dass PARTITION auf
die Sprachenversion von Minimum Makespan reduziert werden kann: Wenn die Zahlen
xy...,r, Eingabe fiir PARTITION sind, dann erzeugen wir in MINIMUM MAKESPAN
SCHEDULING n Aufgaben mit den Laufzeiten z;...,x,. Die Reduktion ist gelungen,
denn es gilt

1 n
(1,...,2,) € PARTITION < Der Makespan betragt 3" le

=1

3.3.1 Greedy Algorithmen

Zuerst werden wir den Approximationsfaktor 2 fiir Minimum Makespan mit List Schedu-
ling, einem On-line Algorithmus erreichen. Die Strategie ist denkbar einfach: Fiihre die
Aufgaben in irgendeiner Reihenfolge aus, wobei die aktuelle Aufgabe auf der Maschine mit
der bisher geringsten Last ausgefithrt wird. (Wir sprechen von einem On-line Algorith-
mus, da der Algorithmus die aktuellen Aufgabe ausfiihrt, ohne zukiinftig auszufithrenden
Aufgaben zu betrachten.)

Lemma 3.11 List Scheduling besitzt den Approximationsfaktor 2.

Beweis: Fiir eine gegebene Instanz sei Maschine ¢ die am schwersten ,,beladene® Maschine,
die also als letzte Maschine noch rechnet. Falls ¢ nur eine Aufgabe ausfiihrt, ist der On-line
Algorithmus offensichtlich optimal. Angenommen, ¢ fithrt mindestens zwei Aufgaben aus.
Sei A; die als letzte von ¢ ausgefithrte Aufgabe. Wenn 7" die Gesamtlaufzeit von 7 ist, dann
waren zum Zeitpunkt 7" — ¢; alle anderen Maschinen beschéftigt. Folglich ist

tp>(m—=1)-(T—t;)+T=mT —(m—1)-t; >mT —m -t
k=1
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und damit ist
T<

Z +t; <2 max{ Ztk7 ]}.

Die Behauptung folgt mit der nachsten Aufgabe. O

Aufgabe 45
Fiir jede Aufgabe A; ist der Makespan mindestens max {% ey th, tj} .

1
m

Unsere Analyse kann nicht verbessert werden wie das folgende Beispiel zeigt. m - (m — 1)
Aufgaben der Léinge 1 sowie eine Aufgabe der Linge m sind gegeben. Offensichtlich lésst
sich der Makespan m erreichen, wenn eine Maschine fiir die lange Aufgabe reserviert wird.
Werden andererseits zuerst die kurzen Aufgaben gleichméfig tiber die m Maschinen verteilt
und folgt dann die lange Aufgabe, so erhalten wir den Makespan 2 - m — 1.

Wir haben unsere Strategie durch die zuletzt préasentierte lange Aufgabe genarrt. Wir
andern deshalb unsere Strategie und fordern, dass die Aufgaben geméafl absteigender Be-
arbeitungszeit préasentiert werden, also zuerst die langen und dann die kiirzer werdenden
Aufgaben. Wir erhalten das LPT-Verfahren (largest processing time first) mit einem we-
sentlich besseren Approximationsfaktor.

Satz 3.12 Der Approzimationsfaktor sinkt auf hochstens 2 5, wenn Aufgaben gemdfs fallen-
der Bearbeitungszeit prasentiert werden.

Beweis: Wir zeigen ein schwicheres Ergebnis, ndmlich dass der Approximationsfaktor auf
3/2 sinkt. Wir wissen, dass die Aufgaben nach fallenden Bearbeitungszeiten angeordnet
sind, es gilt also t; >ty > ---t,, > tpe1 > -+ > 1,. Sei opt der optimale Makespan. Die
folgende Beobachtung ist zentral.

Lemma 3.13 opt > 2¢,,1.

Beweis: Wir betrachten nur die ersten m + 1 Aufgaben, die jeweils mindestens die Be-
arbeitungszeit t,,.1 besitzen. Mindestens eine Maschine wird zwei Aufgaben erhalten und
der optimale Makespan ist somit mindestens 2t,,., . ]
Der Rest des Arguments verlduft parallel zum Beweis von Satz [3.11] Wir betrachten die
Maschine ¢ mit grofiter Last, die zuletzt die Aufgabe j ausfihren mége. Es ist ¢; < ¢,,41,
denn unsere Maschine arbeitet die Aufgaben nach fallender Bearbeitungszeit ab. Aber
2t a1 < opt folgt mit Lemma und deshalb ist ¢; <, < %.

Sei T' der Makespan unserer neuen Strategie. Mit dem Argument von Satz [3.11] erhalten
wir wiederum

opt

n

t; < Z < opt und ¢; <
k=1
Lt

3opt

1
m
+ 2

Folglich ist T'=T —t; +t; < opt und das war zu zeigen. O

Aufgabe 46

Beweise Satz B.12 fiir m = 3.

Hinweis: Beim Beweis des Faktors 2 fiir den Greedy Algorithmus wurde die Lénge des Schedules mit
der durchschnittlichen Arbeit einer Maschine verglichen. Dies wird fiir % nicht gelingen koénnen, wie der
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einfache Fall von 4 Jobs gleicher Lénge belegt. Der Algorithmus ist sogar optimal, aber nicht innerhalb
von % beziiglich der durchschnittlichen Arbeitslast.

Aufgabe 47
Wir betrachten den Fall von m = 2 Maschinen.

(a) Zeige, dass jede on-line Strategie mindestens den Wettbewerbsfaktor 3/2 besitzt.

(b) Entwickle eine randomisierte on-line Strategie mit einem Wettbewerbsfaktor von hochstens 4/3.

Offenes Problem 4

Bestimme den Wettbewerbsfaktor einer besten on-line Strategie. Die gegenwértig beste On-line strategie
besitzt den Wettbewerbsfaktor 1.923. Der Wettbewerbsfaktor einer besten randomisierten on-line Strategie
ist ebenfalls nicht bekannt.

3.3.2 Ein polynomielles Approximationsschema

Wir geben eine verbesserte Losung mit Hilfe der dynamischen Programmierung an. Wir
beginnen mit einer verwandten Fragestellung: Angenommen, es gibt nur wenige, namlich
r verschiedene Laufzeiten, und wir mochten wissen, ob Makespan K mit m Maschinen
erreichbar ist. Dazu betrachten wir ein BIN PACKING Probleme mit Bins (oder Behéltern)
der Kapazitat K. n Objekte, mit Gewichten aus der Menge {t1,...,t,} sind auf moglichst
wenige Bins zu verteilen, so dass kein Bin ein Gesamtgewicht grofler als K tragen muss.
Insbesondere moge es n; Objekte mit Gewicht ¢; geben, es gelte also n = >7!_; n;. Schlielich
sei
Binsg (n4,...,n,)

die minimale Anzahl von Bins mit Kapazitiat K, so dass alle Objekte verstaut werden
konnen. Wir berechnen Binsg (n, .. .,n,) mit dynamischer Programmierung.

Algorithmus 3.14 Eine exakte Losung fiir BIN PACKING mit wenigen verschie-
denen Gewichten.

(1) Die Eingabe besteht aus dem Vektor (ny,...,n,). Die n = >I_; n; Objekte sind in
moglichst wenige Bins zu verteilen, wobei jeweils n; Objekte das gleiche Gewicht ¢;
besitzen.

2) Bestimme die Menge
(2) g
passt = {(my,...,m,) | 0 < m; <n,; fir alle ¢ und Binsg(my,...,m,) = 1}.

Kommentar: Wir betrachten alle moglichen Kombinationen (my,...,m,) und tber-
priifen, ob ein einziges Bin ausreicht. Laufzeit proportional zu n;---n, < n” ist
ausreichend.

(3) Wir berechnen Binsg (my, ..., m,) fir alle Kombinationen (my, ..., m,) mit 0 < m; <
n; fir ¢ = 1,...,r. Dies geschieht mit dynamischer Programmierung, indem wir

Binsg (mq,...,m,) =1+ min Binsg(my —i1,...,m, — i,)
1€ passt
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ausnutzen.
Kommentar: Die Bestimmung von Binsg(my, ..., m,) gelingt in Zeit O(n"). Da die
Berechnung fiir jeden der héchstens n” Vektoren m auszufithren ist, wird also Zeit
O(n*7") bendtigt.

Lemma 3.15 Binsg(ni,...,n,) kann in Zeit O(n*") bestimmt werden, wobein = 3_; n;.

Wir kénnen also tiberpriifen, ob Makespan K fiir m Maschinen erreichbar ist, solange die
Anzahl r der verschiedenen Laufzeiten nicht zu grofl ist. Deshalb werden wir lange Lauf-
zeiten in wenige verschiedene Laufzeiten runden und einen minimalen, mit m Maschinen
erreichbaren Makespan K mit Binarsuche bestimmen. , Kurze“ Aufgaben fligen wir dann
ganz zuletzt mit List Scheduling ein.

Algorithmus 3.16 Ein polynomielles Approximationsschema

(1) Gegeben sind n Aufgaben Ay, ..., A, mit den Laufzeiten ti,...,t,. Der Approxima-
tionsparameter ¢ sei ebenfalls gegeben.

(2) Bestimme

1 n
M = — > 1 t .
max{m kz::l s m]?X{ k}}

Kommentar: Die optimale Bearbeitungszeit liegt im Intervall [M,2 - M].

(3) Fiihre eine bindre Suche im Interval [M, 2 - M] mit den anfinglichen Intervallgrenzen
L = M und R = 3- M/2 durch. Das Intervall mit den Grenzen R = 3 - M/2 und
R =2 M ist das Zwillingsintervall.

(3a)

(3b)

Eine Aufgabe A; heiflt kurz, falls t; < R-e. Fiir eine lange Aufgabe A; definieren
wir die gerundete Laufzeit als

* k
ti=R-e-(1+¢)%,

falls t; € [R-c- (1+¢e)k R-e- (14e)k+![.

Fiihre die langen Aufgaben mit Algorithmus aus, wobei wir die Bin-Kapazitat
R annehmen.

Kommentar: Es gibt r = log, . % verschiedene lange Laufzeiten, denn R-e-(1+

)" = R. Die Laufzeit von Algorithmus ist damit O(n?").

Angenommen, die optimale Ausfiihrung der langen Aufgaben erfordert b Bins
der Kapazitat R. Wenn b < m, dann wird die Ausfithrung der ungerundeten
Aufgaben hochstens Kapazitiat R - (1 + ¢) fiir m Maschinen erfordern.
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(3c) Erhohe die Bin-Kapazitit von R auf R - (1 + ¢) und nimm die Rundungen
zuriick. Die kurzen Aufgaben werden jetzt abgearbeitet, wobei Aufgabe A; in
ein beliebiges Bin mit Restkapazitiat mindestens ¢; eingefiigt wird; existiert kein
solches Bin, wird ein neues Bin aufgemacht.

Kommentar: Schaffen wir nach Aufnahme der kurzen Aufgaben keine Bepackung
mit < m Bins der Kapazitiat R - (1 + ¢), dann sind m Bins mit Last groer als
R gefiillt.: Wir haben im falschen Intervall gesucht und sollten stattdessen das
,Zwillingsintervall versuchen.

(3d) Wenn die Anzahl b der benédtigten Bins hochstens m ist, dann setze die Bindrsu-
che mit der linken Intervallhalfte von [L, R] fort —wir versuchen, den Makespan
zu verkleinern— und ansonsten mit der linken Intervallhélfte des Zwillingsinter-
valls [R, R']. Halte, wenn die Lange des neuen Intervalls hochstens M - ¢ ist und
gehe ansonsten zu Schritt (3a).

Kommentar: Die Bindrsuche wird héchstens [log, é}-mal iteriert. Das Stoppen
der Binérsuche verursacht einen weiteren additiven Anstieg des Makespans um
den Beitrag M - < opt - €.

(4) Bestimme die Aufgabenverteilung der gefundenen Losung.

Satz 3.17 Das Minimum Makespan Problem fiir n Aufgaben kann in Zeit O(n* - [log, 11)
gelost werden, wobei r = log, . % Die gefundene Losung besitzt einen Makespan von hochs-
tens (1 + 2¢) - opt.

Wir haben ,nur“ ein polynomielles Approximationsschema erhalten. Wir zeigen jetzt, dass
das Minimum Makespan Problem kein vollstdndiges polynomielles Approximationssche-
ma besitzt, sofern P # NP gilt. Dazu betrachten wir das N'P-vollstandige Problem 3-
PARTITION:

Fir Zahlen a4, . .., as, (mit % <a; < g) und eine Zahl B < n stelle fest, ob die
3n Zahlen so in disjunkte Gruppen aufgeteilt werden konnen, dass jede Gruppe
die Summe B besitzt.

(Ist eine solche Aufteilung moglich, dann besteht jede Gruppe aus genau drei Zahlen.) Wir
reduzieren 3-PARTITION auf MINIMUM MAKESPAN SCHEDULING, in dem wir 3n
Aufgaben mit Laufzeiten t; = a; festlegen. Diese Aufgaben sind auf n Maschinen auszu-
fithren. Offensichtlich gilt

(a,...,an, B) € 3-PARTITION <« der Minimum Makespan ist hochstens B.

Wenn aber MINIMUM MAKESPAN SCHEDULING ein volles polynomielles Approxima-
tionsschema A besitzt, dann kann 3-PARTITION mit Hilfe der Reduktion und A effizient
gelost werden.

Aufgabe 48

Wir betrachten dass Minimum Makespan Problem fiir n Jobs mit Laufzeiten ¢4, .. ., t,, die auf m Maschinen
zu verteilen sind.
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1. Sei k eine Konstante. Zeige, dass das Problem fir m = 2 und Joblaufzeiten, die natiirliche Zahlen
aus {1,...,n*} sind, in polynomieller Zeit exakt losbar ist.

2. Zeige, dass fiir m = 2 und beliebige Jobldngen ein volles, polynomielles Approximationsschema
existiert.

Aufgabe 49

Zeige, dass das Problem der letzten Aufgabe fiir allgemeines m kein volles, polynomielles Approximati-
onsschema, besitzt, falls P # NP. Es darf benutzt werden, dass das folgende Problem NP-vollstindig
ist:

Gegeben eine Menge S von n natiirlichen Zahlen von 1 bis n und ein Parameter k. Frage:
Gibt es k disjunkte Teilmengen I, ..., I, so dass gilt:

Zz:%.zz
zel; z€eS

flr jedes i gilt.

3.3.3 MINIMUM MAKESPAN mit Prioritidten

Wir betrachten jetzt das Minimum Makespan Problem mit Prioritdten. Zuséatzlich ist jetzt
ein gerichteter azyklischer Graph P = ({Ay, ..., A,}, E) gegeben, der die Ausfihrung der
Aufgabe A; vor Aufgabe A; vorschreibt, falls es einen gerichteten Weg in P von A; nach A;
gibt. Die Aufgaben sind wiederum so auf die m Prozessoren zu verteilen, dass alle Aufgaben
zum frithest moglichen Zeitpunkt ausgefiihrt werden.

Wir modifizieren unsere Losung fiir das Minimum Makespan Problem wie folgt: Fiihre eine
beliebige ausfiihrbare Aufgabe auf einer frei gewordenen Maschine aus.

Satz 3.18 Das Minimum Makespan Problem mit Prioritaten kann effizient mit Faktor 2
approximiert werden.

Beweis: Die Aufgaben Ay,..., A, mit Laufzeiten tq,... ¢, seien geméfl dem Prioritéts-
graph G auf m Maschinen auszufithren. Sei B; die Aufgabe, die bei Ausfiithrung unseres
Algorithmus zuletzt terminiert und sei B, die Aufgabe unter den Vorgéngern von By, die
zuletzt terminiert usw. Wenn s; die Laufzeit von B; bezeichnet, dann gilt

Z s; < opt,
i

denn eine iiberlappende Ausfithrung zweier Aufgaben B;, B; mit ¢ # j ist unmoglich, da
eine Aufgabe die andere verhindert.

e e Aufgaben B;

- Zeit

Die obige Abbildung stellt das Zeitverhalten der Aufgaben By, B, ... dar. Fir die , Liicke*
nach s, gilt, dass die Abarbeitung von B,_; verzogert wird, da alle Maschinen arbeiten.
In den Zwischenraumen sind somit stets alle Maschinen aktiv, so dass die optimale Zeit
opt mindestens so grof§ wie die Gesamtzeit aller Zwischenraume ist. Folglich ist der vom
Algorithmus berechnete Makespan durch 2 - opt beschrankt. U
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3.4 TSP und Dynamische Programmierung

Wir entwerfen zuerst einen exakten Algorithmus, der eine kiirzeste Rundreise bestimmt
und untersuchen dann das euklidische TSP, dass sich fir die Approximation als wesentlich
einfacher herausstellen wird.

3.4.1 Ein exakter Algorithmus

Ein trivialer Algorithmus zéhlt alle n! moglichen Rundreisen auf und gibt eine Rundreise
minimaler Lénge aus. Dieses naive Verfahren hat die Laufzeit O(n - n!) = O(2"#2").
Mit dynamischem Programmieren gelingt eine Losung in Zeit O(n? - 2"). Wir wihlen im
Folgenden stets v; als Startort.

Algorithmus 3.19 Dynamisches Programmieren fiir das allgemeine TSP

(1) Definiere fiir jede Teilmenge S C {vs, ..., v,} und jeden Ort v, ¢ S das Teilproblem
Rundreise(S, vy,). In diesem Teilproblem ist die minimale Lénge einer Reise von v
nach v, zu bestimmen, wobei die Reise die Orte in S besuchen muss.

(2) Setze Rundreise((), v;) = d(vy,v;) fir i = 2,...,n.
(3) Die Teilprobleme konnen geméaf der ,,Rekursionsgleichung*

Rundreise(S, v,,) := meigl{Rundreise (S\ {w}, w) + d(w,vm)}

mit dynamischem Programmieren gelost werden.
(4) Die kiirzeste Rundreise hat dann die Lange Rundreise({va, ..., v,}, v1).

Wir haben hochstens n-2" Teilprobleme —ein Teilproblem fiir jeden der n Orte und jede der
2" Teilmengen der n Orte—. Da die Losung eines Teilproblems jeweils in Zeit O(n) gelingt,
ist die Gesamtlaufzeit wie versprochen durch O(n? - 2") beschrinkt. Fiir n = 18 stehen
den 6 Billiarden(!) Schritten der trivialen Losung 21 Millionen Schritte der dynamischen
Programmierlésung gegeniiber. Wahrend das definitive Aus der trivialen Losung erfolgt
ist, befinden wir uns mit unserem neuen Verfahren weiter im griinen Bereich. Wir werden
aber spater mit Branch & Cut Verfahren bessere Methoden kennenlernen.

Satz 3.20 Das allgemeine Traveling Salesman Problem fiir n Orte kann in Zeit O(n?-2")
gelost werden. Allerdings wird Speicherplatz Q(n - 2"™) bendtigt.

3.4.2 Das Euklidsche TSP

Im euklidschen TSP sind n Punkte im R% gegeben, die wir mit einer méglichst kurzen
Rundreise alle besuchen miissen; die Distanz zwischen zwei Punkten ist ihre euklidsche
Distanz. Wéhrend das unbeschrinkte TSP tiberhaupt keine sinnvollen Approximationen
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und das metrische TSP nur effiziente Approximationen mit konstantem Faktor zulasst,
zeigen wir jetzt, dass das euklidsche TSP sogar ein polynomielles Approximationsschema
besitzt.

Wir beschrianken uns im Folgenden auf den 2-dimensionalen Fall und beschreiben den Al-
gorithmus von Arora [AroQ]E]. Die Verallgemeinerung auf den d-dimensionalen Fall ist dann
nicht schwer, allerdings wachst die Laufzeit doppelt exponentiell in d. Dieses Wachstum ist
nicht iiberraschend, da auch gezeigt werden kann, dass das euklidsche Traveling Salesman
Problem im RO°27) AP X-vollstindig ist [Tre].

Schritt 1: Wir ,verwackeln® die Eingabe, um eine normalisierte Eingabe zu erhalten.
Das kleinste Quadrat (), das alle Punkte einschliefit, habe die Seitenlénge Lg. Als kleinstes
Quadrat besitzt () zwei Punkte auf gegeniiberliegenden Seiten: Eine kiirzeste Rundreise
wird also mindestens die Distanz vom ersten zum zweiten Punkt und zuriick durchlaufen,
da ja die beiden Punkte besucht werden miissen. Wenn opt die Lénge einer kiirzesten
Rundreise ist, folgt also

2L, < opt. (3.2)
Wir legen ein Gitter mit Seitenldnge % iiber @) und verschieben jeden der n Punkte
zu einem néchstliegenden Gitterpunkt: Eine solche Verschiebung wird die Léange einer
beliebigen Rundreise um hochstens den Betrag

ELO
o2n-— < e-opt/8
n 8n_€ opt/

ansteigen lassen.

Zuletzt teilen wir jede Komponente durch e Ly/(64n). Als Konsequenz erhalten alle Punkte,
die sich ja jetzt auf den Gitterpunkten befinden, ganzzahlige Koordinaten und alle auf
verschiedenen Gitterpunkten sitzende Punkte haben den Mindestabstand 8. Auflerdem
hat das alle Punkte einschliefende Quadrat () die Seitenlénge

L = Lo/(eLy/(64n)) = (64n)/c = O(n).

Schritt 2: Die Konstruktion eines Quadtrees.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt unseren Ansatz besprechen. Wir zerlegen )
in seine vier Teilquadrate der jeweiligen Lénge L/2. Dann liegt es nahe, kurze Rundreisen
fiir jedes Teilquadrat rekursiv zu bestimmen und die Rundreisen dann zusammenzubauen.
Betrachten wir aber eine optimale Rundreise R: Dann zerféllt R in Rundreisen Ry, R, . . .,
wobei wir eine neue Teilrundreise R;;; genau dann beginnen, wenn die Teilrundreise R;
gerade ihr Teilquadrat verlassen hat. Insbesondere stofit R moglicherweise mehrmals in
dasselbe Teilquadrat und besucht natiirlich jeweils verschiedene Punktmengen. Eine er-
folgreiche Implementierung dieses rekursiver Ansatzes ist also alles Andere als klar.

2Arora hat im Jahr 2010 den Gédel Preis fiir seinen Algorithmus erhalten.
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Zuerst setzen wir die Aufteilung des Quadrats @) in vier Teilquadrate rekursiv fort. Diese
rekursive Aufteilung konnen wir durch einen Quadtree Tp, einem 4-aren Baum, modellie-
ren: Wir markieren die Wurzel von Ty mit @), die vier Kinder der Wurzel durch die vier
Teilquadrate von ) und setzen diese Markierung solange rekursiv fort, bis jeder Knoten
mit einem Teilquadrat markiert ist, dass nur einen Punkt enthalt. (Blatter mit leerem Teil-
quadrat treten nattrlich auf, aber nur dann, wenn sie einen Geschwisterknoten mit einem
nichtleeren Geschwisterquadrat besitzen.)

Angenommen, v ist ein Knoten der Tiefe i und v ist mit dem Teilquadrat @' markiert.
In der Aufteilung von @ in vier Teilquadrate werden zwei Trennlinien benutzt, die wir
als Trennlinien der Schicht ¢ bezeichnen. Auf jeder Trennlinie verteilen wir m ,, Tiiren“ im
gleichen Abstand, wobei m eine Zweierpotenz mit

log,n _log,n

el 2 ]

€ 9

ist. Zuséatzlich setzen wir eine Tiir auf jede Ecke von @'. Was ist die Rolle der Tiiren? Wir
zwingen Rundreisen Trennlinien nur durch Tiiren zu durchqueren und beschneiden damit
die Anzahl der moglichen | legalen” Rundreisen drastisch.

Schritt 3: Tiren und legale Rundreisen.

Wir fordern, dass unser Algorithmus eine legale Rundreise konstruiert: Eine Rundreise
ist genau dann legal, wenn sie ein Quadrat des Baums T nur iiber eine Tir betritt und
verlalt. Einerseits werden wir versuchen, mit moglichst wenigen Tiiren auszukommen, da
die Anzahl der zu evaluierenden Rundreisen explosionsartig mit der Anzahl der Tiren
wachst. Andererseits werden wir in eine Mindestzahl von Tiiren gezwungen, da ansonsten
nur Rundreisen zu grofler Lange berechnet werden konnen. Auf den ersten Blick erstaunt es,
dass wir genau so viele Tiiren auf den langen Trennlinien der niedrigen Schichten einsetzen
wie auf den kurzen Trennlinien der hohen Schichten. Man beachte aber, dass es sehr viele
kurze Trennlinien der hohen Schichten gibt und man wird erwarten, dass eine Rundreise
diese vielen kurzen Trennlinien sehr viel haufiger trifft als die wenigen langen.

Wir verschieben die Beschreibung der algorithmischen Idee und fragen uns stattdessen ob
unser Ansatz tiberhaupt erfolgreich sein kann. Insbesondere, wie lang ist denn eine kiirzeste
legale Rundreise im Vergleich zur Lange opt einer kiirzesten Rundreise? Gibt es auch kurze
legale Rundreisen, die Trennlinien, also die Kanten der Teilquadrate von T nicht zu haufig
durchstolen? Solche Rundreisen lassen sich hoffentlich viel einfacher finden!

Das Struktur-Theorem, der erste Versuch: Es gibt stets eine legale Rundreise der Lange
hochstens (1 +¢) - opt, so dass jede Kante eines Teilquadrats des Quadtrees Ty hochstens
1/e mal durchquert wird.

Stimmt die Aussage des Struktur-Theorems? Wir versuchen, eine hoffentlich kurze legale
Rundreise Riega1 aus einer optimalen Rundreise Rqpe zu konstruieren. Dazu betrachten wir
nacheinander alle Kanten e von Rq und ersetzen e durch einen nur durch Tiiren verlau-
fenden Weg W,. Da wir nur durch Tiiren laufen diirfen, verschieben wir jede Kreuzung von
e mit einer Trennlinie zur nachstliegenden Tiir der Trennlinie; diese Verschiebung bedeutet
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bei einer Trennlinie der Tiefe i einen Langenzuwachs von héchstens

1L
umweg; := et
An dieser Stelle haben wir mit unserem Ansatz aber leider schon verloren: Es ist durchaus
moglich, dass R die vertikale Trennlinie der Schicht 0 in jeder Tir trifft. Der Langen-
zuwachs ist in diesem Fall mindestens L. Wir wissen aber nur, dass R.p mindestens die
Lange 2L hat und konnen deshalb nicht ausschlieen, dass wir nur eine Approximation
innerhalb konstanter Faktoren erhalten und die Behauptung des Struktur-Theorems ist
falsch, bzw. lasst sich so nicht zeigen.

Schritt 4: Wir fithren eine zuféllige Verschiebung des Gitters durch.

Die betrachtete worst-case Situation lasst sich mit Leichtigkeit vermeiden, wenn wir die
Platzierung des Gitters der Trennlinien zuféllig auswiirfeln! Dazu wéhlen wir ganze Zah-
len a,b € [0,L) zufillig, verschieben die z- und y-Koordinaten aller Trennlinien um a
bzw. b und rechnen modulo L. Die von einer Rundreise zu durchlaufenden Punkte bleiben
natiirlich unverandert.

Warum funktioniert das zufillge Verschieben des Gitters? Dazu bestimmen wir die er-
wartete Lénge E[Umweg| aller Umwege, die uns die Tiiren abverlangen. Sei Treffer; die
Héufigkeit mit der R, eine Trennlinie der Schicht 7 kreuzt. Dann ist

E [Umweg] < ) umweg, - E [Treffer;].

Wir miissen also die erwartete Anzahl der Kreuzungen von R,y mit einer Trennlinie der
Schicht i bestimmen. Dazu betrachten wir zuerst die Wahrscheinlichkeit p;, dass eine belie-
bige fixierte Zeile (bzw. Spalte) des kleinsten, alle Punkte umschlieBenden Quadrats nach
zufélliger Verschiebung des Gitters zu einer Zeile (bzw. Spalte) der Tiefe i wird. Wenn
man sich alle Trennlinien der Schicht der gleichen Zeile oder Spalte vereinigt denkt, dann
gehoren hochstens 2¢ Zeilen und 2¢ Spalten von Q zur Schicht i. Aber () hat L Zeilen und
L Spalten. Also ist
2

pi< T
Eine Kante e von R, die die Punkte x und y verbindet, kreuzt héchstens O(d(z,y))
Gitterlinien. Die erwartete Anzahl der Kreuzungen von e mit einer Gitterlinie der Schicht
i ist also hochstens proportional zu d(z,y) - p;. Aber dann ist E [Treffer;] = O(|Ropt| - pi),
und wir erhalten

E [Umweg] = O(Z umweg; - | Rops| - pi)

L2

= O(Repel X2 )

%

= O(|Rops] - 2),
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denn m = @(logTQ").

Das Struktur-Theorem, die endgiiltige Version: Nach einer zufélligen Verschiebung des
Gitters gibt eine legale Rundreise der Lénge hochstens (1 + ¢) - opt, so dass jede Kante
eines Teilquadrats des Quadtrees Ty hochstens 1/e mal durchquert wird. Diese Aussage
gilt mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2.

Wir haben zwar gezeigt, dass es kurze legale Rundreisen gibt, nicht aber, dass eine solche
Rundreise jede Kante eines Teilquadrats von Ty héchstens 1/ mal durchquert. Fiir einen
Beweis verweisen wir auf die Arbeit ,,Polynomial time approximation schemes for euclidean
traveling salesman and other geometric problems“ von Sanjeev Arora.

Schritt 5: Die schnelle Bestimmung einer kurzen legalen Rundreise.
Mit dem Struktur-Theorem geniigt es, eine kiirzeste legale Rundreise Ryega1 zu bestimmen,
die jede Kante eines Teilquadrats hochstens

r=1/¢

mal durchquert. Natiirlich nutzen wir aus, dass die relativ wenigen Kreuzungen der Trenn-
linien durch Tiren verlaufen miissen. Die dynamische Programmierung wird uns helfen.
Wir betrachten ein beliebiges nicht-leeres Teilquadrat @’. Fir @’ l6sen wir alle moglichen
Verbindungsprobleme. In einer Instanz eines solchen Verbindungsproblems ist eine Folge
1,02, . ..,02—1,02,.-.,02—1, 02, von 2p Tiren mit 2p < 4r gegeben, die alle auf den
Kanten von @)’ oder den Ecken von @’ platziert sind. Gesucht sind p in @’ verlaufende
Wege P, ..., P, minimaler Linge, so dass

1. Weg P; in Tir ag; 1 startet und in Tir ay; endet,
2. alle in )’ enthaltenen Punkte durchlaufen werden und

3. all diese Wege jede Kante eines Teilquadrats von )’ insgesamt hochstens r mal und
zwar nur in Tiren durchqueren.

Es gibt hochstens (4m + 4)* Instanzen @ fiir das Verbindungsproblem von @Q'. Unser
dynamisches Programm wird das Verbindungsproblem fir alle Instanzen optimal l16sen
und zwar beginnend in den Blattern des Quadtrees.

Das Blatt b sei mit dem Teilquadrat (" markiert. Wir 16sen jedes Verbindungsproblem fir
Q' extrem schnell, ndmlich in Zeit O(r). Als einzige nichttriviale Operation miissen wir
herausfinden, welcher Weg den in ) enthaltenen Punkt traversieren sollte, wenn denn )’
nichtleer ist.

Im allgemeinen Fall sei v ein innerer Knoten des Quadtrees und v sei mit dem Teilquadrat
@' markiert. Samtliche Verbingsprobleme fiir die Kinder von v seien bereits gelost und
gespeichert. Sei @ eine Instanz des Verbindungsproblems von @'. Fiir alle ((4m + 4)%")%
Kombinationen der Verbindungsprobleme der vier Kinder untersucht der Algorithmus zu-
erst, ob das Verbindungsproblem fiir @ gelost wird und bestimmt dann die beste Losung.
Aber v hat ,nur® (4m + 4)*" Verbindungsprobleme, und wir kénnen alle in Zeit

1
(dm + 477 - (Am + 4)'7)* = 00 = (252100/9)
£
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16sen. Hier ist Arora’s Algorithmus nochmal im Uberblick.

Algorithmus 3.21 Arora’s Algorithmus

(1) n Punkte im R? sind vorgegeben. Das Traveling Salesman Problem fiir diese Punkte
ist mit Approximationsfaktor hochstens 1 + ¢ zu losen.

(2) - Bestimme das kleinste umschliefende Quadrat () und Quadtree der Teilproble-
me.
- Der Tiir-Parameter wird auf m = 282" gegetyt,.

€

(3) Lose jedes Verbindungsproblem fiir jeden Knoten von Ty mit Hilfe der dynamischen
Programmierung.

Kommentar: Jedes Teilproblem wird in Zeit m®®™ fiir r = 1/¢ gelést.

Satz 3.22 Arora’s Algorithmus ist ein Approximationsschema fir das Traveling Salesman
Problem in der Ebene. Fine (1 + €)-approzimative Losung wird in Zeit

n(logz ”>0(1/a)
€

gefunden.

Bemerkung 3.3

Die Laufzeit von Arora’s Algorithmus kann durch die Anwendung mehrerer Tricks auf
O(n - logyn + n - (1)90/9)) verbessert werden. Aber auch in den schnellsten Varianten
ist er den etablierten Algorithmen in praktischen Anwendungen unterlegen: Diese konnen
(1 + e)-approximative Losungen fiir allerdings nicht zu kleine Werte von ¢ relativ schnell
bestimmen, wihrend Arora’s Algorithmus mit grofler Laufzeit bezahlen muss. Die wesent-
liche Konsequenz von Arora’s Algorithmus ist der Nachweis eines Approximationsschemas
und damit die berechtigte Hoffnung, dass heuristische oder enumerative Verfahren in der
Praxis gut abschneiden.

Arora’s Algorithmus kann auch auf weitere geometrische Optimierungsprobleme in der
Ebene angewandt werden. Zu diesen Problemen zahlen das Facility Location Problem und
das k-Median Problem.



Kapitel 4

Lokale Suche

Wir untersuchen jetzt das vielleicht einfachste, aber in vielen Anwendungen auch erfolg-
reiche Prinzip der lokalen Suche. Dazu nehmen wir an, dass das Minimierungsproblem
P = (min, f, L) zu 16sen ist, wobei zusétzlich zu jeder Losung y auch eine Umgebung N (y)
benachbarter Losungen gegeben ist.

Algorithmus 4.1 Strikte lokale Suche
(1) Sei y(© eine Losung fiir Instanz x. Setze i = 0.
(2) Wiederhole solange, bis eine lokal optimale Losung gefunden ist:
(2a) Bestimme einen Nachbarn y € N(y"), so dass f(z,y) < f(z,y™) und y eine

Losung ist.
(2b) Setze y(+1) =y und i =i+ 1.

Im Entwurf eines lokalen Suchverfahrens miissen die folgenden Fragen beantwortet werden.

(1) Wie sind die Nachbarschaften AV (y) zu definieren?

Haufig werden k-Flip Nachbarschaften gewéhlt: Wenn nur Elemente aus {0, 1}" als
Losungen in Frage kommen und wenn y € {0, 1}™ die gegenwéartige Losung ist, dann
ist
Ni(y) = {y' € {0,1}" | y und ¢ unterscheiden sich in hochstens k Positionen}

die k-Flip Nachbarschaft von y. Man beachte aber, dass die k-Flip Nachbarschaft (Z)
Elemente besitzt, und die Bestimmung eines Nachbarn mit kleinstem Funktionswert
ist schon fiir kleine Werte von k eine Herausforderung.

(2) Mit welcher Anfangslosung 3 soll begonnen werden?

Héaufig werden lokale Suchverfahren benutzt, um eine durch eine Heuristik gefundene
Losung zu verbessern. In einem solchen Fall muss der Nachbarschaftsbegriff sorgfaltig
gewahlt werden, damit die urspriingliche Losung nicht schon ein lokales Optimum ist.
Eine zufallig ausgewiirfelte Losung ist eine zweite Option.

79
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(3) Mit welcher Nachbarlosung soll die Suche fortgesetzt werden?

Wenn die Nachbarschaft gentigend klein ist, dann liegt die Wahl eines Nachbarn mit
kleinstem Zielfunktionswert nahe. Bei zu groflen Nachbarschaften wéhlt man haufig
benachbarte Losungen mit Hilfe einer Heuristik, bzw. man wahlt einen zufélligen
Nachbarn.

Aufgabe 50

Im MAX-CUT Problem ist ein ungerichteter Graph G = (V| E) gegeben. Es ist eine Knotenmenge W C V
zu bestimmen, so dass die Anzahl kreuzender Kanten (also die Anzahl der Kanten mit genau einem
Endpunkt in W) groBtmoglich ist.

Zeige, dass lokale Suche fiir jede Anfangslésung den Approximationsfaktor 2 besitzt. Wir nehmen dazu

an, dass die Umgebung einer Knotenmenge W aus allen Knotenmengen U mit |WW & U| = 1 besteht.
WeaeU=WUuV)\ (WnV) bezeichnet dabei die symmetrische Differenz der Mengen W und U.
Aufgabe 51

Im Max-2-SAT Problem sind ein Menge von Klauseln mit jeweils genau 2 Literalen gegeben. Literale sind
positive oder negierte Auspriagungen der Variablen. Wir setzen voraus, dass jede Variable in mindestens
einer Klausel auftritt, und dass die trivialen Klauseln (z; V @7), (z; V @;) sowie (Z; V T;) nicht vorkommen.
Gesucht ist eine Belegung der Variablen, so dass die Anzahl der erfiillten Klauseln maximiert wird.

Fiir die Variablen z1,. ..,z fassen wir ihre Belegung als einen Vektor # € {0,1}* auf. Wir definieren
U(z) ={y Zle |z; — y;| = 1} als Umgebung von Z.

Die lokale Suche erlaubt also genau dann die Belegung einer Variablen zu negieren, wenn sich dadurch die
Anzahl der erfillten Klauseln erhoht.

(a) Zeige, dass lokale Suche fiir Max-2-SAT fiir jede Anfangslosung hochstens den Approximationsfak-
tor 2 erreicht.

(b) Konstruiere fiir unendlich viele natiirliche Zahlen & Max-2-Sat Instanzen iiber den Variablen

Z1,...,Tk, so dass die Instanzen ein moglichst kleines lokales Maximum im Vergleich zum globalen
Optimum

Wert des lokalen Maximums

Maximum besitzen. Wie grof8 kann der Bruch gemacht werden?

Aufgabe 52

In dieser Aufgabe untersuchen wir den Einfluss des Abstandsbegriffs auf die Giite der Approximation
bei der lokalen Suche. Wir betrachten das Problem des gewichteten bipartiten Matchings. Gegeben ist
ein bipartiter Graph G = (V1 UV, E) mit V1 N Vo = § und £ C V5 x V5 und eine Gewichtsfunktion
w : E — R. Gesucht ist ein Matching maximalen Gewichts. Das Gewicht eines Matchings M ist die Summe
der Gewichte der enthaltenen Kanten. Zu gegebenem Matching M definieren wir die k — Umgebung als

Up(M) = {M'| [(M"\ M) U (M \ M")| <k} .

Die lokale Suche gemif der k — Umgebung erlaubt den Ubergang von einem Matching M zu einem
Matching aus Uy (M).

(a) Zeige, dass die lokale Suche gemifl der 2-Umgebung fiir das gewichtete bipartite Matching keinen
konstant beschrankten Approximationsfaktor hat.

(b) Zeige, dass die lokale Suche gemif der 3-Umgebung einen Approximationsfaktor von hochstens 2
hat.

(¢) Zeige, dass die lokale Suche gemifl der 3-Umgebung einen Approximationsfaktor von mindestens
2 hat.
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Beispiel 4.1 Matroide

Mit dem Greedy-Algorithmus fiir Matroide haben wir bereits einen lokalen Suchalgorith-
mus kennengelernt: Losungen entsprechen Mengen eines monotonen Teilmengensystems
(P, X). Fiir eine Menge x € P wahlt der Greedy-Algorithmus die Umgebung

Ux)={yeP|azCyund |z|]+1=]y| }.

Man beachte allerdings, dass die strikte lokale Suche nicht notwendigerweise mit dem
besten Nachbarn fortgesetzt wird: Die Fortsetzung der Suche mit irgendeinem besseren
Nachbarn ist erlaubt. Nur die Variante, die tatsdchlich den besten Nachbarn wahlt, stimmt
mit dem Greedy Algorithmus fiir Matroide iiberein.

Beispiel 4.2 Der Simplex-Algorithmus fiir das lineare Programmieren
Der Losungsraum des linearen Programmierproblems

min ¢! -y, sodass A-y >bund y >0

ist ein Durchschnitt von Halbrdaumen der Form {y | a’ -y > 8 }. Man kann sich deshalb
leicht davon iiberzeugen, dass das Optimum an einer , Ecke® des Losungsraums angenom-
men wird.

Der Simplex-Algorithmus fiir die lineare Programmierung wandert solange von einer Ecke
zu einer besseren, aber im Losungsraum benachbarten Ecke, bis keine Verbesserung er-
reichbar ist. Da der Losungsraum konvex[] ist, kann man zeigen, dass Simplex stets eine
optimale Ecke findet. (Siche Kapitel[I1.6]) Wenn wir also nur Ecken als Losungen zulassen,
dann ist Algorithmus die Grobstruktur des sehr erfolgreichen Simplex-Algorithmus.

Beispiel 4.3 Minimierung durch Gradientenabstieg

Wir nehmen an, dass das Minimierungsproblem P = (min, f, L) eine differenzierbare Ziel-
funktion f : R™ — R besitzt und dass der Losungsraum eine kompakte Teilmenge des R”
ist. Wenn wir uns gegenwartig in der Losung a befinden, in welcher Richtung sollten wir
nach kleineren Funktionswerten suchen? In der Richtung des negativen Gradienten!

Lemma 4.2 (Gradientenabstieg) Sei f : R™ — R eine zweimal im Punkt a € R" stetig
differenzierbare Funktion mit V f(a) # 0. Dann gibt es ein n > 0 mit

fla=n-Vf(a) < f(a),
wobei V f(a) der Gradient von f an der Stelle a ist.

Beweis: Wir konnen die Funktion f durch ihre linearen Taylor-Polynome approximieren
und erhalten fiir hinreichend kleines z, dass

fla+2z)=fla)+ V@) 2+ 00" 2).

'Eine Teilmenge X C R™ heiit konvex, wenn X mit je zwei Punkten auch die verbindende Gerade
enthélt.
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Fir z = —n - V f(a) bei hinreichend kleinem 7 > 0 erhalten wir

fla=n-Vf(a) = fla)=n- [[Vf(@)|*+n*- O(IVf(a)l[).
Fiir hinreichend kleines n < 1 wird somit f(a —n -V f(a)) kleiner als f(a) sein. O

Wir verringern also den Funktionswert durch eine hinreichend kleine Bewegung in Richtung
des negativen Gradienten und die Strategie

20 = ) g ()

fiir ein gentigend kleines 7 liegt nahe. Wenn wir die Nachbarschaft einer Losung z als einen
kleinen Ball um x definieren, dann beschreibt Algorithmus die Methode des iterierten
Gradientenabstiegs. Diese Methode wird zum Beispiel in interior-point Verfahren (Kapitel
und in dem neuronalen Lernverfahren ,Backpropagation® angewandt.

Die grofie Gefahr in Anwendungen der lokalen Suche sind lokale Optima, also Losungen x
fiir die keine benachbarte Losung besser als x ist.

Beispiel 4.4 Wir fiihren eine lokale Suche fiir VERTEX COVER durch. Fiir einen gegebe-
nen Graphen G = (V, E) und eine Kontentiberdeckung y definieren wir die Nachbarschaft
N (y) als die Klasse aller Teilmengen z C V, die durch das Hinzufligen oder das Entfernen
eines Elementes aus y entstehen. Wir beginnen die lokale Suche mit der Losung U = V.
Da der Suchalgorithmus fordert, dass nur Nachbarn mit kleinerem Zielfunktionswert
gewahlt werden diirfen, werden nacheinander Elemente entfernt bis ein lokales Optimum
erreicht ist.

Fiir den leeren Graphen G = (V,()) funktioniert die lokale Suche komplikationslos und
U = ) wird nach |V| Suchschritten als lokales Optimum ausgegeben.

Betrachten wir als nichstes den Sterngraphen mit dem Sternzentrum 0 und den Satelliten
1,...,n. Die einzigen Kanten des Sterngraphen verbinden das Zentrum 0 mit allen Satel-
liten. Wird im ersten Schritt das Zentrum entfernt, dann haben wir ein sehr schlechtes
lokales Minimum erreicht. Wird hingegen im ersten Schritt ein Satellit entfernt, dann wird
zwangslaufig das nur aus dem Zentrum bestehende globale Minimum gefunden. (Beachte,
dass nur Nachbarn betrachtet werden, die auch Knotentiberdeckungen sind.)
Komplizierter ist die Situation, wenn wir den aus den n Knoten 0...,n — 1 bestehenden
Weg 0 - 1 -2 — -+ - n—2 — n—1 als Graphen wéahlen. Fiir gerades n ist
Uopt =10,2,4,...,n — 2} eine optimale Knoteniiberdeckung.

Aufgabe 53
Bestimme alle lokalen Optima fiir den Weg mit n Knoten. Bestimme den Wert des schlechtesten lokalen
Optimums.

4.1 PLS: Polynomielle Suchprobleme

Wir haben bisher die Probleme, auf die lokale Suche anwendbar ist, nur informell einge-
fithrt. Wir geben jetzt eine formale Definition und untersuchen dann die Frage, ob sich
lokale Minima stets effizient bestimmen lassen.
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Definition 4.3 Die Klasse PLS aller polynomiellen Suchprobleme besteht aus allen N/P-
Optimierungsproblemen (opt, f, L) mit den folgenden zuséatzlichen Eigenschaften:

- Die Funktion f nimmt nur ganzzahlige Werte an.

- Es gibt einen effizienten Algorithmus A, der fiir jede Instanz xg eine Anfangslésung
Yo berechnet.

- Es gibt einen effizienten Algorithmus B, der fiir jede Instanz xy und jede Losung y
mit L(zg,y) entscheidet, ob y ein lokales Minimum ist; ist dies nicht der Fall, dann
bestimmt B einen besseren Nachbarn, also eine Losung ¢’ € N, (y) mit f(y') < f(y)
fir opt = min, bzw. f(y') > f(y) fir opt = max.

Wir beschreiben ein polynomielles Suchproblem durch das Tupel (opt, f, L, A, B).

Aufgabe 54
Die Komplexitétsklasse FA'P besteht aus allen bindren Relationen R(z,y), so dass

e y hochstens polynomiell ldnger als x ist und
e R(z,y) in polynomieller Zeit ausgewertet werden kann, wenn z und y bekannt sind.

Die Klasse TFNP besteht aus allen Relationen in FNP, so dass es fiir jedes x ein y gibt, so dass R(x,y)
gilt.

FNP-Algorithmen miissen fiir jedes x, falls moglich ein y bestimmen, so dass R(z,y) gilt.

Zeige, dass PLS als eine Teilklasse von TFNP aufgefast werden kann.

Aufgabe 55
Wir definieren ein ,,Congestion Spiel“ wie folgt: Gegeben sind n Spieler und m Ressourcen. Spieler i ist
daran interessiert, Ressourcen aus einer Menge R; C {1,...,m} zu erwerben, allerdings héngt der Preis

der Ressource j von der Nachfrage ob: Die Funktion preis; : N — Z beschreibt die Preisgestaltung fiir
Ressource j. Wenn Spieler ¢ tatséchlich die Teilmenge r; C R; erwirbt, dann muss er die Kosten

S preis; ({k | j € ri}])

JjE€a;

tragen. Ein jeder Spieler ist egoistisch und versucht, seine Kosten zu minimieren. Wir sagen, dass (r1, ..., 7,)
ein Nash-Gleichgewicht ist, wenn die Kosten fiir jeden Spieler hochstens ansteigen, wenn er seine Wahl r;
dndert.

Warum lasst die Bestimmung eines Nash-Gleichgewichts fiir Congestion-Spiele als ein polynomielles Such-
problem auffasssen?

Fiir jedes polynomielle Suchproblem (opt, f, L, A, B) erhalten wir den Standardalgorithmus,
also das folgende lokale Suchverfahren:

Algorithmus 4.4
(1) Berechne y = A(xo).

(2) Solange y kein lokales Optimum ist, setze y = B(xg, y).
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Wir fragen uns zuerst, ob das von Algorithmus bestimmte lokale Optimum effizient
berechnet werden kann. Die Antwort ist offensichtlich positiv, wenn f nur polynomiell
(in der Eingabeliange) viele Werte annimmt. Aber was passiert, wenn f exponentiell viele
Werte annehmen kann?

Aufgabe 56
Wir definieren das Standardproblem fur ein PLS-Problem P = (opt, F, L, A, B) wie folgt:

Fiir eine Instanz x bestimme das vom Standardalgorithmus berechnete lokale Optimum s.

Konstruiere ein PLS-Problem P, so dass das Erfillbarkeitsproblems effizient l6sbar ist, wenn wir eine
Subroutine kostenfrei nutzen klonnen, die das Standardproblem llost.
Als Konsequenz kénnen wir sagen, dass die Losung des Standardproblems ,, NP-hart® ist.

Was aber passiert, wenn wir nur irgendein lokales Optimum bestimmen wollen?

Aufgabe 57

Wir sagen, dass wir eine Sprache K mit Hilfe eines PLS-Problems P effizient 16sen konnen, wenn es einen
effizienten deterministischen Algorithmus fiir die Sprache K gibt, der eine Subroutine zur Lésung von P
kostenfrei nutzen darf.

Zeige: Wenn wir eine N'P-vollstiandige Sprache K mit Hilfe irgendeines PLS -Problems effizient losen
kénnen, dann ist NP = coNP. Als Konsequenz ist es unwahrscheinlich, dass wir die “A/P-Harte“ fiir
irgendein PLS -Problem nachweisen kénnen.

Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass das Komplement von K in NP liegt.

Wenn wir Aussagen iiber die Schwierigkeit der Bestimmung eines lokalen Optimums ma-
chen wollen, dann wird uns also die Theorie der NP-Vollstandigkeit nicht weiterhelfen.
Stattdessen betrachten wir zuerst schwierigste Probleme in PLS und definieren passende
Reduktionen zwischen polynomiellen Suchproblemen.

Definition 4.5 Fur polynomielle Suchprobleme P, = (opty, f1, L1, A1, By) und P = (opts, fa,
Lo, As, By) sagen wir, dass P, auf P, PLS-reduzierbar ist (P, <pps P), wenn es effiziente
Transformationen ® und ¥ mit den folgenden Eigenschaften gibt:

(a) Wenn z eine Instanz von P ist, dann ist ®(z) eine Instanz von P.

(b) Wenn y ein lokales Optimum fiir P, und Instanz ®(z) ist, dann ist U(x,y) ein lokales
Optimum fiir P, und Instanz z.

Wir sagen, dass P PLS-vollstandig ist, wenn P ein polynomielles Suchproblem ist und
wenn () <prg P fir jedes polynomielle Suchproblem @) gilt.

Angenommen, P ist ein PLS-vollstandiges Suchproblem. Wenn ein lokales Optimum fiir
jede Instanz von P effizient berechnet werden kann, dann lassen sich offensichtlich lokale
Optima fiir alle polynomiellen Suchprobleme bestimmen. Diese Beobachtung ist Anlass fiir
die Vermutung, dass lokale Optima fiir PLS-vollstdndige Probleme wahrscheinlich nicht
effizient berechenbar sind. Welche Probleme sind denn PLS-vollstandig?

Beispiel 4.5 Im MINIMUM BALANCED CUT Problem wird zu einem gegebenen, un-
gerichteten Graphen G = (V, F) mit gewichteten Kanten eine Knotenmenge W C V' mit
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[W| = 1-|V| gesucht, so dass das Gewicht

fW) = > gewicht(e)

ecE,|{e}nW|=1

kreuzender Kanten minimal ist. Eine Anwendung von MINIMUM BALANCED CUT ist
der Entwurf von VLSI-Layouts, indem zuerst Layouts rekursiv fiir

(W{eecEleCW}) und (V\W,{e€E|eCV\W}

gesucht werden. Wenige kreuzende Kanten sind fiir die nachfolgende, platz-sparende Kom-
bination der beiden Layouts wichtig. Fir die lokale Suche bietet sich zum Beispiel die
2k-Flip Nachbarschaft an, also der Versuch, ein Element der gegenwértigen Losung W
durch ein Elemente des Komplements zu ersetzen. Wir definieren deshalb

N(W):{UQVHU\:“;und|U@W\:2}

als die Umgebung von W.
Ohne Beweis geben wir die folgenden PLS-vollstandigen Probleme an.

Satz 4.6 Die folgenden polynomiellen Suchprobleme sind PLS-vollstindig:

(a) Die Bestimmung eines lokalen Minimums fir TSP, wenn eine Rundreise mit allen
Rundreisen benachbart ist, die sich durch einen Austausch von héchstens k Kanten
ergeben. (Die Konstante k muss hinreichend grof8 gewdhlt werden.)

(b) Die Bestimmung eines lokalen Minimums fir MINIMUM BALANCED CUT, wenn
zwei Knotenmengen hdlftiger Gréfie genau dann benachbart sind, wenn sie durch die
Ersetzung eines Knotens auseinander hervorgehen.

(¢) Die Bestimmung eines Nash-Gleichgewichts fiir Congestion Spiele.

Aufgabe 58
Zeige: Wenn die von Algorithmus berechneten lokale Optima fiir irgendein PLS-vollstdndiges Problem
effizient bestimmt werden kénnen, dann gilt

NP = coNP.

(coN'P besteht aus allen Sprachen, deren Komplement in NP liegt.)

Was bedeutet PLS-Vollstandigkeit fiir uns? Nichts, wenn wir wissen, dass das vorliegende
Problem nur polynomiell viele verschiedene Werte annimmt. Bei sehr vielen verschiedenen
Werten miissen wir aber vorsichtig sein: Die effiziente Berechnung eines lokalen Optimums
kann fiir ein PLS-vollstandiges Probleme zu schwierig sein, und wir miissen uns mit ap-
proximativen lokalen Optima zufrieden geben!



36 KAPITEL 4. LOKALE SUCHE

Definition 4.7 (min, f, L, A, B) sei ein polynomielles Suchproblem und y sei eine Lésung
fiir die Instanz x. Dann ist y ein e-approximatives lokales Optimum, wenn

fir alle benachbarten Losungen y' € N, (y) gilt.

Gibt es stets ein volles polynomielles Approximationsschema fiir die Berechnung eines &-
approximativen lokalen Optimums? Ja, in Zeit polynomiell in der Lénge der Eingabe und
1/e gelingt eine solche Bestimmung, wenn wir lineare kombinatorische Optimierungspro-
bleme betrachten. In einem linearen kombinatorischen Optimierungsproblem ist ein Uni-
versum U und eine Gewichtung w, € N fiir alle Elemente u € U des Universums gegeben;
desweiteren ist eine Klasse Q von Teilmengen von U gegeben, die den Losungen entspre-
chen. Das Ziel ist die Bestimmung einer Teilemnge y € O, so dass

gewicht(y) = > w,

uey

eine leichteste Losung istP} Die Idee fiir die Bestimmung eines e-approximativen lokalen
Optimums ist simpel.

(1) Wir skalieren die Gewichte ,herunter”, indem wir w, durch f%} ersetzen. Die Zahl
q ist so gewahlt, dass die Anzahl moglicher Werte hinreichend klein ist, so dass wir
ein lokales Optimum effizient bestimmen konnen. Insbesondere setzen wir

£ gewicht(y)
1+ 2lU

q

wenn wir gerade die Losung y erreicht haben.
(2) Bestimme ein lokales Optimum ¢’ fiir die neuen Gewichte.

Dieser Ansatz funktioniert noch nicht ganz: Wenn die Zielfunktion in der Berechnung in
Schritt (2) zu stark absinkt, dann sollten wir ¢ entsprechend verringern. Deshalb der neue
Ansatz

(2) Berechne ein lokales Optimum fiir die neuen Gewichte schrittweise. Setze y' = y.

(a) Wenn y' bereits ein lokales Optimum fiir die neuen Gewichte ist, dann halte.

(b) Sonst, wenn gewicht(y') < gewicht(y)/2, dann setze y = 3’ und gehe zu Schritt
(1).

(c) Sonst fithre einen weiteren Schritt in der lokalen Suche mit den neuen Gewichten
aus und nenne die aktualisierte Losung wieder y'. Mach mit Schritt (2a) weiter.

2Man iiberzeuge sich, dass sich alle bisher betrachteten Optimierungsprobleme als lineare, kombinato-
rische Optimierungsprobleme auffassen lassen.
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Wir stoppen mit einer Losung ¢/, so dass ¢/ ein lokales Optimum fiir die neuen Gewichte ist
und so dass gewicht(y") > gewicht(y)/2 gilt. Ist ¥ ein e-approximatives lokales Optimum?
Fiir einen beliebigen Nachbarn y” von y folgt

: Wy, Wy, Wy
gewicht(y) = D w, <Y [1-¢< D [—1-¢< > (=" +1)-q
ucy’ ucy’ q uey” q ucy" q
< gewicht(y") + |U] - q.
Aber gewicht(y') > gewicht(y)/2 und deshalb erhalten wir
gewicht(y') — gewicht(y") < \U| - q < \U| - q
gewicht (y") —  gewicht(y"”) — gewicht(y’) — |U| - ¢q

Ul-q .
gewicht(y)/2 — U] - ¢

und 3/ ist tatsdchlich ein e-approximatives lokales Optimum.

Satz 4.8 Flr jedes lineare kombinatorische Optimierungsproblem kann ein e-approximatives
lokales Optimum in
U]

— log, (gewicht(yo))

Schritten einer lokalen Suche bestimmt werden, wenn yo die Anfangslésung ist.

Warum ist die Schranke fiir die Schrittzahl richtig? Hochstens log,(gewicht(y))-mal kann
das Losungsgewicht halbiert werden. Zwischen zwei Halbierungen liegen aber hochstens
O(%) Schritte der lokalen Suche.

4.2 FACILITY LOCATION und Cluster Probleme

Im FACILITY LOCATION Problem ist eine Menge K von Kunden, eine Menge S mogli-
cher Service Stationen sowie eine Metrik d auf K US gegeben, wobei d(k, s) die Distanz des
Kunden k € K von der Service Station s € S angibt. Fiir jede Service Station s € S werden
die Betriebskosten durch f; angegeben. Schliellich definieren wir die Anschlusskosten von
Kunde k£ an X durch

distanzx (k) = Isrél)l(l d(k,s).

Wir suchen eine Teilmenge X C S, so dass

C(X) = > distanzx(k) + Y _ fs,

keK seX

die Summe aller Anschluss- und Betriebskosten minimal ist.
Wenn distanzx (k) = d(k,s), dann definieren wir naechstex(k) = s als die giinstigste
Service Station fiir den Kunden k.
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Bemerkung 4.1 Im SET COVER Problem sind ein Universum U und Teilmengen 77, - - -, T}
mit den Gewichten wy, ..., w; > 0 gegeben. Die Teilmengen iiberdecken das Universum,
d.h. es gilt U*_, T} = U. Unser Ziel ist eine Uberdeckung mit moglichst geringem Gesamt-
gewicht.

SET COVER lésst keine effizienten Approximationsalgorithmen mit konstanten Faktoren
zu. Wir zeigen jetzt, dass sich SET COVER sogar als ein FACILITY LOCATION Problem
auffassen ldsst, wenn wir nicht fordern, dass d eine Metrik ist: Setze

- K:=U,
- S:={1,..., T} und fr, = w; sowie
- d(u,T;) = 0, falls u € T;, und d(u, T;) = oo sonst.

Da wir einen effizienten Approximationsalgorithmus mit konstantem Approximationsfaktor
fiir FACILITY LOCATION erhalten werden, ist die Forderung der Metrik-Eigenschaft also
wesentlich.

Unsere Losung fiir FACILITY LOCATION ist extrem einfach: Wir fithren lokale Suche auf
der 2-Flip Nachbarschaft durch.

Algorithmus 4.9 Lokale Suche fiir FACILITY LOCATION
(1) Wir beginnen mit einer beliebigen Menge X C S von Service Stationen.

(2) Wenn das Entfernen, Hinzuftigen oder die Ersetzung von Service Stationen zu einer
Verbesserung fiithrt, dann wird eine beliebige solche Operation ausgefiihrt.

(3) Wiederhole Schritt (2) solange das moglich ist.

4.2.1 Lokale und Globale Minima

Um wieviel schlechter kann ein lokales im Vergleich zu einem globalen Minimum sein?

Satz 4.10 Sei X* ein globales Minimum und X ein lokales Minimum. Dann gilt
C(X) <3-C(X™).

Beispiel 4.6 Das Ergebnis von Satz kann nicht verbessert werden. Wir betrachten
dazu die Menge K = {ki,...,k,} von n Kunden sowie die Menge S = {sq,...,s,} von
n+ 1 Service Stationen. Service Station sy hat die Betriebskosten 2n — 2, aber alle anderen
Service Stationen haben keine Betriebskosten.

Wir definieren die Metrik d durch die Léange kiirzester Wege in dem folgenden ungerichteten
Graphen G mit Knotenmenge K U S. G besitzt nur Kanten der Lange 1, ndmlich zuerst
die Kanten {k;, s;} und schliellich die Kanten {k;, so} fir 1 <i <mn.
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Aufgabe 59
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, dessen Kanten durch die Funktion linge: E — Rx>( gewichtet
sind. Dann ist

d(u,v) = Lange eines kirzesten Weges von u nach v

eine Metrik auf V.

Insbesondere hat Kunde k; die Distanz 1 zu den Service Stationen sy und s; sowie die
Distanz 3 zu jeder anderen Service Station.

Man tberzeuge sich zuerst, dass X* = {si1,...,s,} ein globales Minimum mit C(X*) =n
ist. Wir behaupten, dass X = {s¢} ein lokales Minimum mit C(X) =2n—2+n =3n —2
ist. Offensichtlich durfen wir sy aus X nicht entfernen. Desweiteren senkt die Hinzunahme
einer weiteren Service Station die Gesamtkosten nicht. Also miissen wir nur eine Ersetzung
von so durch s; fir 1 < ¢ < n betrachten: Die Betriebskosten sinken von 2n — 2 auf Null,
die Anschlusskosten steigen von n auf 1+ 3(n — 1) = 3n — 2. Also gibt es auch hier keine
Verbesserung.

Wir werden das etwas schwéchere Ergebnis C'(X) < 5-C(X*) zeigen. Als ersten Schritt im
Nachweis von Satz vergleichen wir die Anschlusskosten im lokalen Minimum X mit
C(X™*).

Lemma 4.11 Sei X ein lokales Minimum und X* ein globales Minimum. Dann gilt

> distanzx (k) < C(X™).
keK

Beweis: Sei s € X*\ X. Wenn wir s zu X hinzufiigen, dann ist C'(X) < C(X U{s}), denn
X ist ein lokales Minimum. Also folgt

> distanzy« (k) + fs > > distanzy (k).

k,naechste yx (k)=s k,naechste y* (k)=s

Wenn wir diese Ungleichung tiber alle Service Stationen s € X*\ X aufsummieren und um
gemeinsame Kosten erganzen, erhalten wir

C(X*) > > distanzx«(k) + > f,> ) distanzx(k),

keK SEX\X keK

und das war zu zeigen. U

Wir haben die Anschlusskosten eines lokalen Minimums mit den Kosten C'(X*) eines glo-
balen Minimums verglichen. Wir fithren jetzt auch einen Vergleich fiir die Betriebskosten
eines lokalen Minimums durch.

Lemma 4.12 Sei X ein lokales Minimum und X* ein globales Minimum. Dann gilt

oo <24 |C(X*) + Y distanzy (k)| <4-C(X7).

seX keK
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Offensichtlich ist Satz eine Konsequenz von Lemma [4.11] und Lemma [4.12 wenn wir
das Vielfache drei durch fiinf ersetzen.

Wir haben die Anschlusskosten von X mit C'(X*) verglichen, indem wir versucht haben,
Service Stationen aus X* zu X hinzuzufiigen. Diesmal versuchen wir, eine jede Service
Station s € X durch eine néachstliegende Service Station s* € X* zu ersetzen. Da X ein
lokales Minimum ist, gilt

fo < fo + > [ d(k,s") —d(k,s)]. (4.1)
k,naechstex (k)=s
Wie groB ist der Unterschied d(k, s*) — d(k, s) der Anschlusskosten in (4.1)? Mit der Drei-
ecksungleichung folgt d(k, s*)—d(k, s) < d(s, s*). Aber Service Station s* ist die zu s néchst-
liegende Service Station in X*, und deshalb ist d(s, s*) < d(s, naechstex«(k)). Wir wenden
die Dreiecksungleichung wieder an, ndmlich wir schieben k zwischen s und naechste x« (k)
und erhalten insgesamt

d(k,s*) —d(k,s) < d(s,naechstey:(k)) < d(s,k)+ d(k,naechstey(k))
= distanzx (k) + distanzx« (k).

Also folgt

fo < fou + > [ distanzx (k) + distanzx« (k) | (4.2)

k,naechstex (k)=s

aus (4.1). Angenommen, jede Service Station in X* tritt hochstens einmal als eine néchst-
liegende Service Station auf. Wir erhalten dann mit Lemma

S fs <> [distanzy (k) + distanzxs (k)] + Y fe
sEX keK sTEX™
= > distanzy (k) + C(X*) < 2C(X™),
keK

und wir haben sogar eine schéarfere Aussage als Lemma gezeigt. (Die verschérfte Form,
zusammen mit Lemma zeigt, dass ein lokales Minimum hochstens um den Faktor drei
grofer als ein globales Minimum ist.)

Leider werden die Betriebskosten von s* dann moglicherweise mehrmals in der Abrechnung
benotigt, ndmlich wenn es zwei oder mehr zu s* nachstliegende Service Stationen in X gibt.
Wir zeichnen deshalb genau eine primdre Service Station s in X mit geringstem Abstand
Zu s* aus.

Definition 4.13 Fiir s in X sei s* € X* die néchstliegende Service Station in X*. Wir
sagen, dass s eine primére Service Station ist, wenn s die nachstliegende Service Station
von s* in X ist; ansonsten nennen wir s sekundar.

Betrachten wir also eine sekundére Service Station s € X. Sei s* wieder die néchstliegende
Service Station in X*. Da s sekundér ist, ist eine Service Station s’ # s die zu s* néchst-
liegende Service Station in X. Statt s zu ersetzen, entfernen wir s und weisen alle, bisher
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s zugewiesenen Kunden der Service Station s’ zu. Wir sparen die Betriebskosten, aber um
wieviel steigen die Anschlusskosten fiir einen bisher s zugewiesenen Kunden k an?

d(k,s") —d(k, s) d(s,s*) +d(s",s")

2-d(s,s")

2 - d(s,naechstex« (k))

2 [d(s, k) + d(k,naechstex«(k))] = 2 - [distanzy (k) + distanzx«(k)] .

VAN VAN VANVAN

Wir benutzen wieder, dass X ein lokales Minimum ist und erhalten

fs < > 2 - [distanzx (k) + distanzx« (k)] . (4.3)

k,naechstex (k)=s

Wir wenden (4.2) und (4.3)) an und erhalten
S f £ fe 2 [distanzy (k) + distanzy- (k)]

seX s*eX* keK

< 2| C(X*) + ) distanzy(k)
keK

< 40(X7)

mit Lemma [4.11| Damit ist Lemma {4.12] nachgewiesen. U

4.2.2 Wieviele Iterationen werden benotigt?

Bisher haben wir nicht sichergestellt, dass unser Algorithmus effizient ist: Viele Schritte
mit nur sehr kleinen Verbesserungen konnen die Laufzeit drastisch erhohen. Wir benutzen
deshalb eine Variante von Algorithmus [.9] wir fithren nédmlich nur dann einen Verbesse-
rungsschritt aus, wenn wir eine Verbesserung um mindestens den Faktor A < 1 erhalten.
Wenn der Quotient des Resultats einer schlechtesten Losung und einer optimalen Losung
durch @) beschrénkt ist, dann werden jetzt hochstens log; 5 @ Verbesserungsschritte durch-
gefiihrt. Aber wie gut ist die gefundene Losung?

Wir fithren eine sehr dhnliche Analyse aus, konnen aber nicht annehmen, dass unsere
Losung X ein lokales Minimum ist. Insbesondere konnte die Hinzunahme, die Entfernung
oder die Ersetzung einer Service Station zu einer Verbesserung fithren. Es gentigt aber zu
beobachten, dass keine Verbesserung den Betrag (1 — A) - C(X) tbertrifft. Die zentralen
Ungleichungen (4.2)) und gelten deshalb weiterhin, wenn wir die rechten Seiten um
(1 — A)-C(X) erhohen. In der Anwendung von (4.2) und summieren wir die |S]|
Ungleichungen und die entstehende rechte Seite steigt auf |S|- (1 — A) - C'(X). Wir setzen

deshalb A =1 — & und die rechte Seite wichst um ¢ - C'(X).

Satz 4.14 Sei () der Quotient zwischen dem Wert einer schlechtesten und besten Lésung.
Wenn wir nur Verbesserungen akzeptieren, die den Wert der aktuellen Losung um mindes-
tens 1 — ﬁ reduzieren, dann erhalten wir eine 3 + e-approrimative Lésung. Zudem werden
hdchstens logy A Q Verbesserungsschritte durchgefiihrt.
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4.2.3 k-MEDIAN und k-CENTER

In E-MEDIAN ist eine Menge K von n Punkten gegeben sowie eine Metrik. Wir suchen
eine Menge M von hochstens £ Punkten aus K, so dass

> mind(z,y)

zGKyEM

minimal ist. k-MEDIAN ist ein Spezialfall von FACILITY LOCATION, wenn wir nur
hochstens k Service Stationen erlauben und annehmen, dass keine Betriebskosten entste-
hen. Auch diesmal kénnen wir mit lokaler Suche gute Losungen finden.

Algorithmus 4.15 Lokale Suche fiir k-Median
(1) Beginne mit einer beliebigen Auswahl von k& Punkten.
(2) Wiederhole solange moglich:

Ersetze einen Punkt der gegenwéartigen Auswahl durch einen unbenutzten Punkt,
wenn dies zu einer Verbesserung fiihrt.

Wir erwahnen ohne Beweis:

Satz 4.16 Der Wert eines lokalen Optimums tbertrifft den Wert eines globalen Optimums
um hdchstens den Faktor finf.

Im k-CENTER Problem ist eine Menge V' von Punkten gegeben. Auf der Punktmenge V'
ist eine Metrik d : V xV — R gegeben. Gesucht ist eine Teilmenge C' C V von k ,,Zentren*,
so dass

D = max mind(c,v)
veV cel

kleinstmoglich ist. In der folgenden Aufgabe wird ein 2-approximativer Algorithmus ent-
wickelt.

Aufgabe 60
Fiir eine Punktmenge V und die Metrik d sei opt die kleinstmdgliche Distanz. Sei D > 0 beliebig.

(1) Zu Anfang sind alle Punkte in V' unmarkiert.

(2) Wiederhole, solange es unmarkierte Punkte in C' gibt:

Fiige einen beliebigen unmarkierten Punkt v € V' zu C hinzu und markiere alle Punkte w € V'
mit Abstand d(v,w) < 2D.

(a) Zeige: Wenn D > opt, dann ist |C] < k.
(b) Gib einen 2-approximativen Algorithmus fiir &-CENTER an.

Das Ergebnis der obigen Ubungsaufgabe ist optimal:

Satz 4.17 Wenn P # NP, dann gibt es keinen d-Approrimationsalgorithmus fir 6 < 2.
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Beweis: Wir fithren das Problem DOMINATING SET ein: Fiir einen ungerichteten Gra-
phen G = (V, E) und eine Gewichtung w, > 0 der Knoten u € V wird eine leichteste
(,dominierende”) Teilmenge V' C V gesucht, so dass jeder Knoten v ¢ V' mit mindes-
tens einem Knoten in V'’ verbunden ist. Wir werden spéter sehen, dass DOMINATING
SET und SET COVER die gleiche Approximationskomplexitéit besitzen, insbesondere ist
DOMINATING SET also NP-vollstindig.

Wir reduzieren DOMINATING SET auf k-CENTER. Sei (G, k) eine Instanz von DOMI-
NATING SET und sei H der vollstandige Graph mit Knotenmenge V' und der Kantenge-
wichtung

1 {u,v} € E,

2 sonst.

d(u,v) = {

Beachte, dass d eine Metrik ist. Wenn G eine dominierende Menge V' der Grosse k besitzt,
dann konnen wir V' als Menge der Zentren wahlen und erhalten eine Maximaldistanz von
eins. Besitzt G hingegen nur dominierende Mengen, die grosser als k sind, dann ist die
Maximaldistanz in H genau zwei.

Angenommen, es gibt einen effizienten J-Approximationsalgorithmus A fiir das k-Zentren
Problem mit § < 2. Fiir eine Instanz (G, k) fiittern wir A mit der transformierten Instanz
(H,d, k). Wir erhalten

(G, k) € DOMINATING SET < A gibt einen Wert kleiner als zwei aus

und DOMINATING SET ist effizient berechenbar: Ein Widerspruch zur N P-Vollstandigkeit.
O

4.3 Lokale Suche fiir Spannbaumprobleme

Unser Ziel ist die Bestimmung von Spannbaumen mit moglichst vielen Blattern oder mog-
lichst kleinem maximalen Grad.

Wenn B ein Spannbaum ist und wenn wir eine neue Kante e zu B hinzufiigen, dann
wird genau ein Kreis geschlossen. Entfernen wir eine Kante €’ des Kreises, dann ist
auch B’ = B\ {¢'} U {e} ein Spannbaum.

Wir definieren die Nachbarschaft von B fiir beide Probleme als die Menge aller Béaume,
die sich durch die Hinzunahme und das Entfernen genau einer Kante aus B ergeben.

4.3.1 MAX LEAF SPANNING TREE

In MAX LEAF SPANNING TREE ist ein ungerichteter, zusammenhangender Graph G
gegeben. Gesucht ist ein Spannbaum mit der grofitmoglichen Blattzahl. Unser Algorithmus
ist denkbar einfach:

Algorithmus 4.18 Lokale Suche fir MAX LEAF SPANNING TREE
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(1) Sei B ein beliebiger Spannbaum fiir den ungerichteten, zusammenhéangenden Graphen
G=(V,E).

(2) Solange B einen Nachbarn B’ mit mehr Blédttern besitzt, ersetze B durch B’

(3) Gib B aus.

Beachte, dass die Solange-Schleife in Schritt (2) hochstens |V| mal durchlaufen wird, da
die Anzahl der Blitter in jeder Iteration um mindestens eins ansteigt. Algorithmus [4.1§]
ist also effizient.

Satz 4.19 Algorithmus[4.18 ist 5-approximativ fir MAX LEAF SPANNING TREE.

Beweis: Wir zeigen nur, dass Algorithmus [{.1§] 10-approximativ ist. Fiir einen Baum B
sei kq(B) die Anzahl der Knoten in B vom Grad d. Beachte, dass die Anzahl der Blétter
von B mit k;(B) iibereinstimmt.

Behauptung: Y ;-3 kq(B) < ki(B).
Um die Behauptung nachzuweisen, beachte zuerst, dass ein Baum mit n Knoten genau
n — 1 Kanten besitzt. Also ist

2-(n—1) = > d-kyB)=ki(B)+2-ko(B)+ > d-kyB)

d>3

> ki(B)+2-ko(B)+ 3> ka(B).

d>3

Als Konsequenz, da n = ki(B) + ka(B) + Y43 ka(B)

ki(B)+3-) ka(B) < 2-(n—ko(B)—1)

d>3

d>3

= 2-(ki(B)+ > _ka(B) —1).

d>3

Die Behauptung ist eine unmittelbare Konsequenz der Ungleichung

ki(B) 43 ka(B) <2- (ki(B) + Y ka(B)).

d>3 d>3

g

Die Anzahl der Bléitter eines jeden Spannbaum ist also grofler als die Anzahl der Knoten
mit mindestens drei Nachbarn. Jeder Spannbaum ohne Knoten vom Grad zwei ist somit
2-approximativ.

Sei Bopy ein Baum mit groBtmoglicher Blattzahl und sei B der von Algorithmus
bestimmte Baum. Dann gentigt es zu zeigen, dass hochstens 8 - ky(B) Blétter von By
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Knoten vom Grad 2 im Baum B sind, denn dann hat B, hochstens ky(B) 4 8 - ki (B) +
ki1(B) = 10 - k1 (B) Blatter.

Die ko(B) vielen Knoten vom Grad zwei in B kénnen wir durch maximale 2-Wege in dis-
junkte Klassen zerlegen, wobei ein maximaler 2-Weg nur Knoten vom Grad zwei als innere
Knoten durchlduft und in Knoten vom Grad eins oder mindestens drei endet. Wieviele
2-Wege (und damit wieviele Klassen) gibt es? Da maximale 2-Wege in Knoten vom Grad
eins oder mindestens drei enden, ist ihre Anzahl durch ky(B) + Y453 ka(B) < 2 - ki (B)
beschréankt. Es gentigt also zu zeigen, dass jeder maximale 2-Weg hochstens vier Blétter
von B,y als innere Knoten durchlauft.

Wir nutzen jetzt zum ersten Mal aus, dass B von Algorithmus berechnet wurde. Wir
nehmen an, dass ein maximaler 2-Weg W die Blatter vy, vy, v,v5,v] von Bgy in dieser
Reihenfolge durchlauft. Sei v’ ein Knoten, der nicht von W durchlaufen wird. In B,y gibt
es genau einen Weg W' von v nach v’. Der Weg W' beginnt in v, durchlduft Knoten von W
und springt dann von einem Knoten w zum ersten Knoten u, der nicht von W durchlaufen
wird. Beachte, dass W’ weder den Knoten v} noch den Knoten v, durchlauft, da beide
Knoten Blétter in B, sind.

Wir fugen die Kante {u,w} zu B hinzu. Die Hinzunahme erzeugt einen Kreis in B, der
entweder die Knoten v{, v} oder die Knoten vq,v; durchlauft. Mit der Hinzunahme von
{u,w} verlieren wir hochstens das Blatt u, gewinnen aber durch das Entfernen einer mit
vy, bzw. vy inzidenten Kante zwei neue Blatter: Im Widerspruch zur Annahme ist B kein
lokales Optimum. O

4.3.2 MIN DEGREE SPANNING TREE

In MIN DEGREE SPANNING TREE ist ein Spannbaum zu bestimmen, dessen maximaler
Grad kleinstmoglich ist. Das Sprachenproblem

{(G,d) | G hat einen Spannbaum mit maximalem Grad hochstens d }

ist N'P-vollstindig: G hat genau dann einen Spannbaum mit maximalem Grad zwei, wenn
G einen Hamiltonpfad besitzt, also einen Weg, der alle Knoten genau einmal besucht. (Die
Frage, ob ein ungericheter Graph einen Hamiltonpfad besitzt, ist NP-vollstéandig.)

Wie fiir MAX LEAF SPANNING TREE kénnten wir wieder eine lokale Suche mit besseren,
benachbarten Spannbdumen durchfithren. Leider erhalten wir unbeschrankte Approxima-
tionsfaktoren.

Aufgabe 61

Bestimme einen zusammenhédngenden Graphen G mit einem Spannbaum von maximalem Grad drei, und
konstruiere ein lokales Optimum mit méglichst groflem Grad.

Trotzdem ist lokale Suche erfolgreich, aber wir sind gezwungen, die schlechten lokalen
Optima auszuschalten.

Definition 4.20 Sei B’ ein Nachbar von B, es gelte also B’ = B\ {uy, us} U{us, us}. Dann
ist B’ etwas-besser als B, wenn der maximale Grad der vier beteiligten Knoten in B grofier
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als der maximale Grad in B’ ist; mit anderen Worten, es gilt
max{gradz(uy), grad 5(ug)} > max{gradz(us), gradg(us)} + 1.

Mit dem jetzt weitergefassten Begriff eines ,,etwas-besseren® Nachbarn verschwinden einige
der alten lokalen Optima, aber wir verringern den maximalen Grad méoglicherweise nicht.
Ist es deshalb nicht méglich, dass die lokale Suche ohne Fortschritte zu machen ,im Kreis
lauft“? Nein, das passiert nicht: Denke dir die Grad aller Knoten in B als absteigende
Folge fp aufgeschrieben und tu dasselbe fir den etwas-besseren Nachbarn B’ mit der
absteigenden Folge fg.. Dann ist fp lexikographisch grofler als fg und ein ,im Kreis
laufen ist unmoglich.

Trotzdem ist die Anzahl aller moglichen Gradfolgen exponentiell grofi und damit droht
auch die Laufzeit unserer lokalen Suche zu explodieren. Deshalb verlangen wir, dass der
maximale Grad der vier beteiligten Knoten in B’ grof§ sein muss.

Im Folgenden bezeichnet grad (v) den Grad des Knotens v im Graphen H.

Algorithmus 4.21 Lokale Suche fiir MIN DEGREE SPANNING TREE

(1) Sei B ein beliebiger Spannbaum fiir den ungerichteten, zusammenhéngenden Graphen
G=(V,E).

(2) Solange B einen etwas-besseren Nachbarn B’ = B\ {uy, us} U {us, us} besitzt und
max{gradg(u;) | 1 <i <4} > mgxgradB(v) — log, |V|
gilt, ersetze B durch B'.

(3) Gib B aus.

Aufgabe 62
Zeige, dass die Laufzeit von Algorithmus polynomiell in |V] ist.

Unser Algorithmus ist recht gut.

Satz 4.22 Der Graph G = (V. E) habe n Knoten. Wenn Aqy der kleinstmdgliche mazimale
Grad eines Spannbaums fir G ist und A der maximale Grad des von Algorithmus

berechneten Spannbaums ist, dann gilt
A <2Aqp +logyn + 1.

Beweis: Wir beginnen mit einer guten Abschétzung fiir den optimalen Grad. Wir sagen,
dass (X,II) ein Zeuge ist, wenn X C V eine Knotenmenge und II eine Zerlegung von
V' ist. Dartiberhinaus miissen alle Kanten, die verschiedene Klassen von II verbinden mit
mindestens einem Knoten aus X inzident sein. Die Anzahl der Klassen der Zerlegung I1
bezeichnen wir mit rank(II).
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Behauptung 1: Fiir jeden Zeugen (X, II) gilt

A rank(IT) — 1
opt v

Z x| (4.4)

Warum ist die Behauptung richtig? Sei B ein beliebiger Spannbaum. Wieviele Kanten sind
in B mit einem Knoten aus X inzident? Um diese Frage zu beantworten, entferne alle mit
Knoten aus X inzidenten Kanten aus B. Wir erhalten mindestens rank(Il) Zusammen-
hangskomponenten und B benotigt deshalb mindestens rank(I) — 1 mit Knoten aus X
inzidente Kanten. Die Behauptung folgt, da der maximale Grad in B eines Knotens in X
mindestens so grofl wie der Durchschnittsgrad der Knoten in X ist. U

Wir suchen nach einem guten ,Zeugen“ (X,II), so dass die Abschétzung den Grad
Aopy moglichst gut approximiert. Offensichtlich sollten wir eine Menge X suchen, die aus
moglichst wenigen Knoten besteht. Desweiteren, um moglichst viele Zusammenhangskom-
ponenten zu erzeugen, sollte der Grad der Knoten in X moglichst grof§ sein.

Sei B der von Algorithmus berechnete Spannbaum. Wir betrachten die Mengen
Xg={v eV |gradg(v) > d}.

Wenn d der maximale Grad einen Knotens in B ist, dann folgt offensichtlich X, C X, 1 C
-+ € Xy tog, n- Wie stark konnen diese Mengen in Groe anwachsen? Wenn sich die Mengen
in Grofle stets mehr als verdoppeln, dann gilt | X4 jog,n| > 2loe2n . | X,| > n und dies ist
unmoglich. Also gibt es d* > d — logyn mit | Xge_1| < 2| X g+ ].
Sei II die Zerlegung, die aus den Einermengen fiir alle Knoten in X4 und den Zusammen-
hangskomponenten von B nach Herausnahme der Menge X4« besteht.

Behauptung 2: (Xy4_1,1I) ist ein Zeuge.

Wir miissen zeigen, dass alle Kanten, die verschiedene Klassen in II verbinden, mit einem
Knoten in X4 inzident sind. Dies ist offensichtlich, falls eine der Klassen eine Einermenge
mit einem Knoten v € Xy« ist, denn Xy« C Xy 1.

Angenommen, die Kante {us, uy} verbindet zwei Zusammenhangskomponenten, die durch
die Herausnahme der Knoten in Xy entstanden sind. Wenn weder us noch uy in X1
liegt, dann ist max{gradg(us),gradg(us)} < d* — 1.

Betrachte alle Klassen-internen Kanten. Wenn wir die Klassen-verbindende Kante {us, w4}
hinzufiigen, dann wird kein Kreis geschlossen. Fiigen wir jetzt die Knoten aus Xy und ihre
inzidenten Kanten hinzu, dann erhalten wir B und zuziiglich die Kante {ug, us}. Es muss
ein Kreis geschlossen werden, der zwangsliufig eine Kante {u, us} mit u; € Xy besitzen
muss. Dann aber ist B\ {uy,us} U {ug, us} ein etwas-besserer Nachbar und Algorithmus
[4.21] stoppt nicht mit B. Wir haben einen Widerspruch zur Annahme erhalten, dass weder
ug noch uy zu Xg«_1 gehoren. O

Wie grof} ist rank(I1)? Sei Ay« die Anzahl der Kanten, die in B mit einem Knoten aus X -
inzident sind. Aber B ist ein Baum, und deshalb ist rank(II) = A4 + 1. Es ist

Age > d" - | X s - 1),

— (| Xa-
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denn alle Knoten in X4 haben mindestens d* inzidente Kanten. Desweiteren besitzt der
Baum B héchstens |Xg«| — 1 Kanten, die zwei Knoten aus X4+ verbinden und deshalb
werden hochstens | Xg+| — 1 Kanten zweifach gezéhlt.

Wir wenden Behauptung 2 an und erhalten

Aoy > rank(IT) — 1 S d* - | Xge| — | Xage| + 1 S d* - | Xge| — | Xy

+1 d" -1
- |Xd*—1| - |Xd*—1’ - 2|Xd* '

2

Also folgt d* < 2- Ayt + 1. Wir wissen, dass d* > d — log, n gilt und erhalten
d—1logyn <d" <2-Agp + 1.

Die Behauptung folgt. U

4.4 Lokale Suche in variabler Tiefe

Die lokale Suche erlaubt nur Abwértsbewegungen und als Konsequenz wird eine Losung
kurz iiber lang in ein lokales Minimum mit grofler Sogwirkung fallen. Wir betrachten
deshalb die Variante der lokalen Suche in variabler Tiefe, die auch Aufwértsbewegungen
erlaubt.

Das allgemeine Prinzip der lokalen Suche in variabler Tiefe lasst sich fiir Optimierungspro-
bleme, deren Losungsraum eine Teilmenge von {0, 1}" ist, in der folgenden vereinfachten
Version beschreiben. Wir nehmen dazu an, dass die k-Flip Nachbarschaft fiir eine kleine
Konstante k gewéahlt wird.

Algorithmus 4.23 Lokale Suche in variabler Tiefe

y sei die gegenwéartige Losung eines Optimierungsproblems mit der k-Flip Nachbarschaft.
Der Losungsraum sei eine Teilmenge von {0, 1}". Eine bessere, aber nicht notwendigerweise
benachbarte Losung vy’ ist zu bestimmen.

(1) Initialisierungen: Setze EINGEFROREN = (), LOSUNGEN = {y} und z = y.
/* EINGEFROREN wird stets eine Menge von Positionen sein. LOSUNGEN ist eine
Menge von Losungen, die wahrend der Berechnung inspiziert werden. */
(2) Wiederhole, solange EINGEFROREN # {1,...,n}
(2a) Bestimme eine beste Losung 2z’ # z in der k-Flip Nachbarschaft von z. z und 2’
diirfen sich allerdings nicht in Positionen : € EINGEFROREN unterscheiden.

(2b) Friere alle im Wechsel von z nach 2’ geénderten Positionen ein, fiige 2’ zu LO-
SUNGEN hinzu und setze z = 2/.
/* Beachte, dass 2z’ durchaus eine schlechtere Losung als z sein darf. Wir erlauben

also Aufwéirtsbewegungen. Durch das Einfrieren gednderter Positionen wird die
Schleife hochstens n Mal durchlaufen. */
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(3) Gib die beste Losung in LOSUNGEN als ¢/ aus.

Beispiel 4.7 MINIMUM BALANCED CUT

Zur Erinnerung: In MINIMUM BALANCED CUT miissen wir die Knotenmenge eines
ungerichteten Graphen so in zwei gleich grofie Teile zerlegen, dass moglichst wenige Kanten
kreuzen. Wir beschreiben den Kernighan-Lin Algorithmus.

Algorithmus 4.24 Der Kernighan-Lin Algorithmus

(1) Die Eingabe besteht aus dem ungerichteten Graphen G = (V, E). Beginne mit einer

Menge W C V mit |[W| = I%\ Anfangs sind keine Knoten eingefroren und wir setzen
1 =0, Wy =W und gy = 0.

(2) Wiederhole, solange nicht alle Knoten eingefroren sind:

(2a) Bestimme fiir alle nicht eingefrorenen Knoten w € W und w* € V.\ W,

gewinn(w, w”) = f(W;) — f(Wi \ {w} U {w"}),
den ,,Gewinn“ nach Ersetzung von w durch w*.

(2b) Bestimme den 1-Flip (w, w*) mit groftem Gewinn und setze Wy = W;\{w} U
{w*}. Friere w und w* ein.

Kommentar: Das Einfrieren garantiert, dass der Algorithmus terminiert.

(2¢) Setze g; 41 = gewinn(w,w*) und i =i + 1.

(3) Bestimme i, so dass Y_i_, g» maximal ist und gib W; als ,verbesserten Nachbarn®
von W aus.

Kommentar: Kernighan-Lin erlaubt somit Uphill-Bewegungen bei negativem g;. We-
sentlich ist, dass der kumulative Gewinn }_;_; gr positiv ist. Das in der Praxis beob-
achtete Approximationsverhalten der Heuristik ist gut.

Das Traveling Salesman Problem ist eine weitere Anwendung der Strategie der lokalen
Suche in variabler Tiefe.

4.5 Der Metropolis Algorithmus und Simulated An-
nealing

Wir betrachten wieder das allgemeine Minimierungsproblem P = (min, f, L) und nehmen
an, dass fir jede Losung eine Nachbarschaft AV(y) von Losungen definiert ist. Wir mochten
auch diesmal Aufwértsbewegeungen zulassen, aber werden dies nur widerstrebend tun. Die
Bereitschaft schlechtere Nachbarn zuzulassen wird durch den Temperatur-Parameter T' ge-
steuert: Je hoher die Temperatur, umso hoher die Wahrscheinlichkeit, dass ein schlechterer
Nachbar akzeptiert wird.
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Algorithmus 4.25 Der Metropolis Algorithmus

(1) Sei y eine Anfangslosung und sei 7' die Temperatur.

(2) Wiederhole hinreichend oft:

(2a) Wihle zufillig einen Nachbarn ' € N (y).
(2b) Wenn f(y') < f(y), dann akzeptiere ' und setze y = 3. Ansonsten setze y = ¢/

. .. L _fW)—fw)
mit Wahrscheinlichkeit e T .

/* Je schlechter der Wert des neuen Nachbarn ¢, umso geringer die Wahrschein-
lichkeit, dass 3/ akzeptiert wird. Schlechte Nachbarn haben nur eine Chance bei

entsprechend hoher Temperatur. */
I
/ \1\\ /\ N\
\ Uphill (/y \\ TN
\ Py ‘ //
N v/ \ /
—y . /
N~
Zustinde

Beachte, dass bei hoher Temperatur 7' die Ersetzung von x durch einen Nachbarn auch
dann wahrscheinlich ist, wenn dieser Nachbar y einen groflen Wert f(y) hat, denn fiir

fly) — f(z) < T ist:

Bei hoher Temperatur durchlauft der Metropolis Algorithmus den Losungsraum mit jeweils
zufélliger Nachbarwahl. Bei geringer Temperatur wird eine Verschlechterung hingegen nur
sehr widerstrebend in Kauf genommen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die Losung y besucht, wenn der Metroplis-Algorithmus
geniigend haufig wiederholt wird? Das folgende Ergebnis kann gezeigt werden:

Satz 4.26 f,(t) bezeichne die relative Hiufigkeit, mit der der Metropolis-Algorithmus die
Lésung y in den ersten t Schritten besucht. Dann gilt

—f(y)/T
lim f,(t) = 67, wobei 7 = Z e~ TW)/T

fmree 4 v.L(y)

Auf den ersten Blick ist dies eine hervorragende Eigenschaft des Metroplis-Algorithmus,
da die Wahrscheinlichkeit eines Besuchs fiir gute Losungen y am grofiten ist. Allerdings ist
Konvergenzgeschwindigkeit in vielen Anwendungen leider sehr langsam.
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Beispiel 4.8 Wir greifen Beispiel wieder auf, wenden diesmal aber nicht die lokale
Suche, sondern den Metropolis Algorithmus auf VERTEX COVER an. Wir betrachten
wieder den leeren Graphen G = (V,0) und beginnen den Metropolis Algorithmus mit V'
als Knotenmenge. Anféanglich wird die Knotenmenge nur reduziert und Metropolis verhélt
sich wie die lokale Suche. Das Problem beginnt, wenn die gegenwértige Losung y nur
noch wenige Knoten besitzt: y hat sehr viel mehr schlechtere als bessere Nachbarn und
dementsprechend werden schlechtere Nachbarn mit sehr viel héherer Wahrscheinlichkeit
gewahlt. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit einer schlechteren Loésung ist nur unwesentlich
kleiner und schlechtere Losungen, wenn nicht im ersten oder zweiten Anlauf, werden kurz
iiber lang gewahlt: Der Metropolis-Algorithmus bekommt Angst vor der eigenen Courage,
wenn gute, aber ldngst nicht optimale Losungen erreicht werden.

Betrachten wir den Sterngraphen als zweites Beispiel. Hier zeigt der Metropolis-Algorithmus
seine Starke. Selbst wenn das Zentrum irgendwann entfernt wird, so ist die Wahrschein-
lichkeit hoch, dass das Zentrum nach nicht zu langer Zeit wieder betrachtet wird. Mit
betrachtlicher Wahrscheinlichkeit wird die neue Losung akzeptiert und die schlechte Ent-
scheidung, das Zentrum zu entfernen, wird revidiert. Danach, wenn mindestens ein Satellit
nicht in der jeweiligen Losung liegt, bleibt das Zentrum erhalten, da sonst keine Knoten-
iiberdeckung vorliegt. Allerdings hat Metropolis auch fiir den Sterngraphen Angst vor der
eigenen Courage, wenn die Uberdeckung geniigend klein ist.

Das obige Beispiel legt nahe, dass wir versuchen sollten, die Temperatur vorsichtig zu sen-
ken, um Aufwéirtsbewegungen nach entsprechend langer Suchzeit signifikant zu erschweren.
Genau dieses Vorgehen wird in dem Simulated Annealing Verfahren durchgefiihrt. Die fol-
gende Analogie aus der Physik erklart das Verfahren: Erhitzt man einen festen Stoff so
stark, dass er fliissig wird und 18t man ihn dann wieder langsam abkiihlen, so ist der Stoff
bestrebt, moglichst wenig der zugefithrten Energie zu behalten. Der Stoff bildet eine Kris-
tallgitterstruktur (Eiskristalle sind ein Beispiel.) Je behutsamer nun das Ausglithen (engl.:
Annealing) durchgefithrt wird, umso reiner ist die Gitterstruktur; Unregelméfigkeiten in
der Gitterstruktur, die durch zu rasches Abkiihlen entstehen, stellen lokale Energieminima
dar.

Algorithmus 4.27 Simulated-Annealing
(1) Sei y die Anfangslosung und sei 7' die Anfangstemperatur.
(2) Wiederhole hinreichend oft:

(2a) Wibhle zufillig einen Nachbarn 3/ € N (y).

(2b) Wenn f(y') < f(y), dann akzeptiere ' und setze y = 3. Ansonsten setze y = ¢/
mit Wahrscheinlichkeit e~ e

(3) Wenn die Temperatur noch nicht gentigend tief ist, dann wéhle eine neue, niedrigere
Temperatur 7" und fithre Schritt (2) aus. Ansonsten gib die erhaltene Losung y aus.
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Die Wahl des Abkiihlprozesses ist problemabhéngig und erfordert experimentelle Arbeit.
Aber selbst dann kann keine Garantie gegeben werden, dass eine gute Losung auch gefun-
den wird: Wird zum falschen Zeitpunkt abgekiihlt, bleibt man in einem lokalen Optimum
gefangen und verliert die Moglichkeit zu entkommen.

Beispiel 4.9 MINIMUM BALANCED CUT
Um Simulated-Annealing auf MINIMUM BALANCED CUT anzuwenden, ldsst man be-
liebige Zerlegungen (W, V' \ W) zu und wéahlt

fW)=Hee B|{eynW|=1} +a- (W] = [V\W])?*

Strafterm

als zu minimierende Zielfunktion. Wir versuchen durch den Strafterm, eine perfekte Auf-
teilung, also |W| = 3 - |V, zu erzwingen.
Die Losungsmenge ist die Potenzmenge von V. Als Startlosung fiir Simulated-Annealing
wahlen wir ein perfekte, zuféllig gewédhlte Aufteilung. Fiir eine Knotenteilmenge W C V
definieren wir die Umgebung von W als

N(W) = (W SV | [W oW <1},

also als die 1-Flip Nachbarschaft von W. In [D.S. Johnson. C.R. Aragon. L.A.McGeoch
und C.Schevon (1989): Simulated Annealing: An experimental Evaluation, Part
I: Graph Partitioning, Operation Research, Band 37, Nr.6, Seiten 865-892.] wird die
Anfangstemperatur so gewéhlt, dass 40% aller Nachbarn akzeptiert werden. Die Tempe-
ratur wird iiber den Zeitraum von 16 - |V| konstant gehalten und dann bei jeder Wie-
derholung von Schritt (3) um den Faktor 0,95 gesenkt (,,geometrische Abkiihlung®). Bei
zufdllig gewdhlten Graphen schneidet Simulated-Annealing (erstaunlicherweise?) erfolgrei-
cher ab als mafigeschneiderte Algorithmen wie Algorithmus Dieses Phénomen tritt
auch auf, wenn wir den mafigeschneiderten Algorithmen die gleiche (grofie) Laufzeit wie
der Simulated-Annealing-Methode erlauben.

Weitere Experimente wurden fir strukturierte Graphen durchgefiihrt. 500 (bzw. 1000)
Punkte werden zuféllig aus dem Quadrat [0, 1]* gewéhlt und zwei Punkte werden verbun-
den, wenn sie nahe beieinander liegen. Fiir diese Graphenklasse ,bricht“ die Simulated-
Annealing-Methode ein und Algorithmus ist iiberlegen. Eine mogliche Erklarung fiir
das unterschiedliche Abschneiden wird in der unterschiedlichen Struktur der lokalen Mini-
ma liegen. Die geometrisch generierten Graphen werden tiefe Minima mit weitaus groferen
Anziehungsbereichen als die zuféllig generierten Graphen haben. Diese , Sogwirkung* loka-
ler Minima ist bei den geometrisch generierten Graphen schwieriger als fiir Zufallsgraphen
zu iberwinden.

Bemerkung 4.2 Simulated Annealing wie auch der Metropolis-Algorithmus sind lokale
Suchverfahren, die Uphillbewegungen erlauben. Thr grofier Vorteil, namlich die Anwend-
barkeit auf eine grofle Klasse von Problemen, ist allerdings auch ihre grofie Schwéche:
Eigenschaften des vorliegenden Optimierungsproblems konnen nur durch die Wahl des
Umgebungsbegriffs und durch die Temperaturregelung ausgenutzt werden.
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Wenn geniigend Laufzeit investiert werden kann, dann ist eine Anwendung dieser rando-
misierten Suchverfahren als ein erster Schritt in der Untersuchung eines Optimierungspro-
blems sicherlich zu empfehlen.

4.6 Evolutionare Algorithmen

Fur Simulated Annealing haben wir das sorgfiltige Abkiihlen eines verfliissigten Stoffes
in Verbindung mit der Losung eines Minimierungsproblems gebracht: Das Erreichen einer
reinen Kristallgitterstruktur entspricht einem globalen Minimum, wahrend Unreinheiten
lokalen Minima entsprechen. Diesmal untersuchen wir Maximierungsproblemdﬂ (max, f, L)
und wahlen die Evolution als Vorbild. Wie kénnen wir das Erfolgsprinzip der Evolution,
yourvival of the Fittest”, in einen Approximationsalgorithmus umsetzen?

Es liegt nahe, die Fitness eines Individuums (oder einer Losung) y mit dem Funktionswert
f(y) gleichzusetzen. Weiterhin sollten wir versuchen, eine gegebene Population von Lo-
sungen zu verbessern, indem wir Losungen ,mutieren“ oder zwei oder mehrere Losungen
miteinander , kreuzen®. Der Vorteil evolutiondrer Algorithmen liegt in der systematischen
Suche des Losungsraums mit Hilfe sorgfiltig ausgewéhlter Populationen. Allerdings las-
sen sich Mutations- und Crossover-Operatoren selten problem-spezifisch bestimmen, mit
der Konsequenz, dass die Effektivitdt von auf das jeweilige Problem mafigeschneiderten
Strategien nicht erreicht wird.

Algorithmus 4.28 Die Grobstruktur eines evolutiondren Algorithmus

(1) Initialisierung: Eine Anfangspopulation P von p Losungen ist zu bestimmen.

Verschiedene Methoden kommen zum Ansatz wie etwa die zuféllige Wahl von Loésun-
gen oder die sorgfialtige Wahl von Anfangslésungen iiber problem-spezifische Heuris-
tiken. Im letzten Fall muss aber Diversitit gewéahrleistet sein: Die Anfangspopulation
sollte den gesamten Losungsraum ,reprasentieren‘.

(2) Wiederhole, bis eine geniigend gute Losung gefunden wurde:

(2a) Selektion zur Reproduktion: Jede Losung y € P wird mit ihrer Fitness f(y)
bewertet. Um Nachkommen der Population P zu erzeugen, wird zuerst eine
Teilmenge P’ C P von Elternlosungen ausgewéhlt. Die Auswahlverfahren sind
haufig randomisiert, um Diversitéit sicher zu stellen. Zu den haufig benutzten
Auswahlverfahren gehoéren

- die zufallige Auswahl nach der Gleichverteilung: Jede Losung in P wird mit
gleicher Wahrscheinlichkeit gewéhlt,

3Natiirlich kénnen wir auch Maximierungsprobleme mit Simulated Annealing und Minimierungspro-
blem mit evolutiondren Algorithmen lésen: Die Maximierung von f ist dquivalent zur Minimierung von

_f.
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- die zuféllige Auswahl nach der Fitness: Falls f positiv ist, wird y € P mit
Wahrscheinlichkeit % fir N = > .cp f(2) oder mit Wahrscheinlichkeit

ef(;;/T fir M = Y ,cpef®/T und einen Temperaturparameter 7' gewéhlt

oder die

- Turnier-Selektion: Wéhle zuerst k Losungen aus P nach der Gleichverteilung
und lasse die £’ fittesten der k ausgewéhlten Losungen zu.

(2b) Variation: ;1 Nachkommen werden aus P’ mit Hilfe von Mutations- und Crossover-
Operatoren erzeugt.

(2¢) Selektion zur Ersetzung: Die neue Generation ist festzulegen.

Wende Verfahren wie in Schritt (2a) an, um die neue Generation aus der alten
Generation und ihren Nachkommen zu bestimmen. Zum Beispiel werden in der
Plus-Auswahl die p Fittesten aus den p Losungen der alten Generation und
ihren A Nachkommen bestimmt; man spricht von der (u + A)-Selektion. In der
Komma-Auswahl wird A > p angenommen, und die p fittesten Nachkommen
bilden die neue Generation; man spricht von der (u, A)-Selektion.

Bevor wir die Mutations- und Crossover-Operatoren beschreiben, schranken wir die Such-
rdume ein. Im Wesentlichen werden drei verschiedene Typen von Suchraumen betrachtet.
Neben dem n-dimensionalen Wiirfel B,, = {0, 1}" werden vor Allem der R" sowie S", der
Raum aller Permutationen von n Objekten, betrachtet.

e Mutationsoperatoren:

- Wir beginnen mit Bitmutationen fiir den n-dimensionalen Wiirfel B™ Entwe-
der flippt man jedes Bit einer Elternlosung y € B" mit einer kleinen Wahr-
scheinlichkeit p (mit p-n = (1)) oder man ersetzt y durch einen Nachbarn
in der k-Flip Nachbarschaft von y fiir kleine Werte von k.

- Im R™ ersetzt man eine Elternlosung y durch y’ = y 4+ m, wobei die Komponen-
ten von m zufillig und unabhéngig voneinander mit Erwartungswert 0 gewéhlt
werden. Entweder man wéahlt die Komponenten m; von m zuféllig aus einem
fixierten Intervall [—a,a] oder man erlaubt unbeschrinkte Komponenten, die
zum Beispiel geméafl der Normalverteilung gezogen werden. Im letzten Fall er-
laubt man eine hohe Standardabweichung bei schlechten Losungen und reduziert
die Standardabweichung je besser die Losung ist.

- Fiir den Permutationsraum S™ betrachtet man zum Beispiel Austausch- und
Sprungoperatoren. In einem Austauschoperator wird ein Paar (7, ) mit 1 <
1 # 7 < n zufillig und gleichverteilt aus allen moéglichen Paaren gezogen und
die ite und jte Komponente der Elternlésung werden vertauscht. Auch fiir einen
Sprungoperator wird ein Paar (i, j) mit 1 < i # j < n zufillig und gleichverteilt
aus allen moglichen Paaren gezogen. Die ite Komponente y; einer Elternlosung y
wird an die Position j gesetzt und die restlichen Komponenten werden passend
verschoben.
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e Crossover-Operatoren: y1,. .., y, seien k Eltern, wobei k£ > 2 gelte.

- Fur den Wiirfel betrachtet man nur den Fall £ = 2. Im r-Punkt Crossover
wahlt man r Positionen iy,...,4, mit 1 < i < --- < 12, < n. Der Sprofling z
von y; und y, erbt die ersten i; Bits von yq, die i3 — 77 Bits in den Positionen
[iy 4+ 1,49] von yo, die i3 — iy Bits in den Positionen [is + 1,43] von y; und so
weiter. Typischerweise wird r = 1 oder r = 2 gewéhlt.

- Auch im R"™ verwendet man den r-Punkt Crossover. Sehr verbreitet ist das

arithmetische Crossover, in dem Zle a;1y; zum Nachkommen von yq, ...,y
wird. Der wichtige Spezialfall oy = -+ = ay = % wird intermedidre Rekombina-

tion genannt.

- Im Permutationsraum S™ wéhlt man meistens 2 Eltern y; und . Zum Beispiel
werden Positionen 1 < ¢; < i5 < n zufillig ausgewiirfelt. Die in den Positionen
i1 bis iy liegenden Komponenten von y; werden dann geméf y, umgeordnet.

Beispiel 4.10 Einfache Genetische Algorithmen
Der evolutionédre Algorithmus mit

- Suchraum B",

zufilliger Auswahl nach Fitness fir die Selektion zur Reproduktion,

Bitmutation mit Wahrscheinlichkeit p < % und 1-Punkt-Crossover sowie

- (p, p)-Selektion zur Ersetzung

wird ein einfacher genetischer Algorithmus genannt. Hier erzeugt man héaufig zwei Nach-
kommen, wobei der zweite Nachkomme genau die Elternanteile erbt, die der erste Nach-
komme nicht erhalten hat.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nachfahre durch Crossover erzeugt wird, liegt zwischen
0,5 und 0,9; die Mutation gilt hier als weniger wichtiger Hintergrundoperator. Andere
evolutiondre Algorithmen betonen hingegen die Mutation.

Beispiel 4.11 Fir das Traveling Salesman Problem betrachtet man auch die folgende
Crossover-Operation:

Wihle zwei Rundreisen 77 und 75 der gegenwértigen Population sowie eine Teiltour
T] von Tj. Setze T] in Ty ein, so dass die Reihenfolge der nicht in 77 aufgefithrten
Punkte in 75 unverandert bleibt.

Zum Beispiel, wenn 7] = (1,9,3,7) und 75 = (9,8,1,2,7,6,3,4,5), dann ist

£,8,1,9,3,7, 4,2, 1,6, 8,4,5
—

7y

das Crossover von 77 und 75.
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Bemerkung 4.3 Wir konnen auch Entscheidungsprobleme mit evolutiondaren Algorithmen
l16sen. Dazu betrachten wir exemplarisch das Entscheidungsproblem KNF — SAT. Hier
bietet sich der Suchraum B" aller Belegungen an. Wir transformieren K NF' — SAT in ein
Optimierungsproblem, indem wir die Zahl erfiillter Klauseln maximieren.



Kapitel 5

Local Ratio

Fir ein Minimierungsproblem mit Instanz x sei A(z) der Wert fir einen Approximati-
onsalgorithmus A und opt(z) sei der optimale Wert. Wenn A r-approximativ ist, dann
gilt
A(z)
opt(z)
fiir jede Instanz x. Fiir die Analyse von A verwendet man héufig eine untere Schranke
u(z) < opt(z) und zeigt

<r

!
A(z) < A(x) S
opt(z) = u(z)
Der globale Quotient (i ist durch r beschriankt. Die ,Local Ratio“-Methode versucht,

die ,Kosten*“ A(z) als Summen A(z) = ¢; + - -+ + ¢ partieller Kosten aufzufassen. Wenn
auch die untere Schranke als Summe u(x) = uy + - - - + uy mit der Eigenschaft ¢; < r -,
aufgefasst werden kann, dann folgt

Alz)—r-u(r) = a+-cp—r-{ug+-- -+ ug

HM»

i —reu) <0,

und der globale Quotient ist durch r beschrankt, weil die lokalen Quotienten durch r
beschrankt sind.

5.1 VERTEX COVER

Der ungerichtete Graph G = (V, E) sei gegeben ebenso wie eine Gewichtung w, > 0 der
Knoten v € V. Wir suchen eine leichteste Knoteniiberdeckung V' C V: Jede Kante muss
mindestens einen Endpunkt in der Menge V' besitzen und das Gewicht Y,y w, muss
kleinstmoglich sein.

Algorithmus 5.1 Local Ratio fiir VERTEX COVER

107
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(1) Solange es eine Kante {u,v} € E mit min{w,,w,} > 0 gibt:

(a) Setze ¢ = min{w,, w,},

(b) und w, = w, — &, w, = w, — €.
(2) Gib V' = {u | w, = 0} aus.

Wir arbeiten also alle Kanten in beliebiger Reihenfolge ab. Wenn wir irgendwann die Kante
{u,v} verarbeiten, dann haben wir bereits die Kosten ¢; + - -+ + ¢; angehauft, denen die
unteren Schranken u;+- - -4u; gegeniiberstehen. Im ¢4 1ten Schritt bezahlen wir die Kosten
Ciy1 = 2 - min{w,,w,}, wobei die Knotengewichte gemaf den bisherigen Anzahlungen
reduziert wurden. Andererseits verursacht jede Knoteniiberdeckung mindestens die Kosten
w1 = min{w,, w, }. Wir haben einen 2-approximativen Algorithmus erhalten.

Satz 5.2 Algorithmus ist 2-approximativ und lauft in Zeit O(|V| + |E|).

Héatten wir denn nicht noch einfacher vorgehen kénnen und stets den billigsten End-
punkt wahlen konnen ohne vorher Anzahlungen zu machen? Nein! Betrachte den Sterngra-
phen mit Sternzentrum sg und Satelliten sq,...,s,. Wir nehmen an, dass sy das Gewicht
1 < A < 2 und die Satelliten das jeweilige Gewicht 1 besitzen. Unser neuer Ansatz wéhlt
alle Satelliten (mit einem Gesamtgewicht von n), wihrend das Sternzentrum (mit einem
Gewicht von A) eine optimale Knoteniiberdeckung ist. Beachte, dass Algorithmus das
Sternzentrum im zweiten Schritt wéihlt, da die Anzahlung im ersten Schritt das Gewicht
von sg auf kleiner als Eins gesenkt hat. Algorithmus berechnet also eine Knoteniiber-
deckung mit Gewicht 1 + A < 2-A. Fir A = 1+ ¢ und € > 0 beliebig klein ist der
Approximationsfaktor beliebig nahe bei zwei und die Analyse von Satz lasst sich somit
nicht verbessern.

Warum ist Algorithmus[5.1]erfolgreich? Fiir jede zu tiberdeckende Kante wird sichergestellt,
dass die tatsdchlichen Kosten plus Anzahlung die optimalen Kosten um hoéchstens den
Faktor zwei tbertreffen. Dazu haben wir die Kosten wie auch die unteren Schranke als
Summe {iiber alle zu tiberdeckenden Kanten aufgefasst.

Aufgabe 63

Im Problem HITTING SET sind Teilmengen Ti,...,7T; C U eines Universums U gegeben wie auch eine
Gewichtung w,, > 0 fir alle Elemente u € U. Gesucht ist eine leichteste Teilmenge U’ C U, die jede
Teilmenge T; in mindestens einem Element trifft.

Es sei g = max{|T;| | 1 <14 < k}. Beschreibe einen g-approximativen Algorithmus fiir HITTING SET.

Aufgabe 64

Im SET COVER Problem sind ein Universum U und Teilmengen 77, - - - , T, mit den Gewichten wy, ..., wg >
0 gegeben. Die Teilmengen tiberdecken das Universum, d.h. es gilt Ule T; = U. Unser Ziel ist eine Uber-
deckung mit moglichst geringem Gesamtgewicht.

Zeige, dass sich SET COVER als ein HITTING SET Problem auffassen ldsst.

Im PRICE COLLECTING VERTEX COVER ist ein ungerichteter Graph G = (V, E)
gegeben sowie Gewichtungen w, > 0 der Knoten u € V und w, der Kanten e € F.
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Losungen sind Teilmengen V/ C V', wobei die Kosten von V’ durch

Z Wy, + Z We

ueV’ e={u,v}E€E; ugV’' vgV'’

beschrieben werden: Eine optimale Loésung minimiert die Summe ihres Gesamtgewichts
und des Gesamtgewichts aller nicht tiberdeckten Kanten. Beachte, dass VERTEX COVER
als ein Spezialfall von PRICE COLLECTING VERTEX COVER aufgefasst werden kann,

wenn wir die Kantenkosten w, hinreichend hoch setzen.

Algorithmus 5.3 Local Ratio fiir PRICE COLLECTING VERTEX COVER
(1) Solange es eine Kante e = {u,v} € F mit min{w,, w,, w.} > 0 gibt:
(a) Fir e = min{w,, w,, w.} setze
(b) w, =w, — &, w, = w, — € und W, = W, — €.
(2) Gib V' = {u | w, = 0} aus.
Was passiert, wenn die Kante e = {u, v} zu tiberdecken ist? Wir bezahlen 3¢ fiir die Reduk-
tion der Gewichte w,,, w, und w,. Eine optimale Entscheidung verursacht aber mindestens
die Kosten ¢, denn entweder wird mindestens einer der Knoten u oder v aufgenommen

oder e wird nicht iiberdeckt. Wir haben also bereits nachgewiesen, dass Algorithmus [5.3
mindestens 3-approximativ ist. Tatsachlich gilt aber:

Satz 5.4 Algorithmus ist 2-approximativ.

Aufgabe 65
Zeige Satz

5.2 Das Local Ratio Theorem

Wir haben in VERTEX COVER und seinen Varianten leicht argumentieren kénnen, dass
der Algorithmus nur dann Kosten von 2¢ einfihrt, wenn das Optimum um mindestens e
abnimmt. Wir geben spéter eine 2-approximative Losung fir das FEEDBACK VERTEX
SET Problem fiir ungerichtete Graphen:

Fir einen ungerichteten Graphen G' = (V, E) mit einer Gewichtung w, > 0 der
Knoten u € V bestimme eine leichteste Knotenmenge V’/ C V| deren Herausnahme
alle Kreise zerstort.

In diesem Problem koénnen wir sicherlich nicht erwarten, dass wir immer zwei Knoten
finden, so dass einer mit Sicherheit zu einer optimalen Losung gehort. Das Local Ratio
Theorem wird uns mehr Flexibilitat geben.

Wir miissen uns auf die Optimierungsprobleme der Form (w, L) einschrénken:
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Fir w € R™ und eine Losungsmenge L C R™ bestimme x € L, so dass das innere
Produkt w” - z = 37, w; - ; moglichst klein ist.

Satz 5.5 Das Local Ratio Theorem
Es gelte w = wy + wy. Wenn x eine r-approximative Losung fir (wy, L) und (ws, L) ist,
dann ist x auch r-approximativ fir (w, L).

Beweis: Seien z*, 27,25 optimale Losungen von (w, L), (wy, L) und (wsy, L). Dann gilt
offensichtlich w! - 27 < w! - 2* wie auch wi - 25 < wl - z*. Also folgt

T T T T T T T T
wr=w, T F+wy cx<r-(wy -x]Fwy cxy) <r-(w -t +wy -xt) =rw' -2t

aus w! -z < rw

Statt iterativer Algorithmen wie die Algorithmen und drangen sich jetzt rekursive
Algorithmen auf:

Iogr firi=1,2. g

i

(0) Es gelte w > 0.

(1) Wenn es eine Losung z € L mit z; = 0 fir alle Komponenten ¢ mit w; > 0 gibt, dann
gib x aus.

(2) Sonst bestimme eine Darstellung w = v’ 4+ (w — w’) mit w’ < w, so dass jede Losung
r-approximativ fiir w’ ist.

Kommentar: Spéater werden wir nur noch fordern, dass jede nicht-verkleinerbare 1L.o-
sung r-approximativ fir w’ ist.

(3) Bestimme rekursiv eine Losung = € L fir (w — w', L).

Wir konnen Algorithmus in dieses Format bringen, wenn wir in Schritt (2) eine Kante
{u,v} mit & = min{w,, w,} > 0 wihlen und w!, = ¢ fir x € {u, v} und sonst w), = 0 setzen.
Beachte, dass jede Knoteniiberdeckung fiir die Gewichtung w’ mindestens 2-approximativ
ist. Die rekursive Version von Algorithmus [5.1] ist damit 2-approximativ als Konsequenz
des Local Ratio Theorems, wenn wir w; = w’ und wy = w — w’ setzen.

Beispiel 5.1 Im FEEDBACK VERTEX SET Problem fiir Turniere ist ein Turniergraph
G = (V,E) gegeben, wobei G fir je zwei Knoten u,v genau eine der beiden Kanten
(u,v), bzw. (v,u) besitzt. (Ein Turniergraph gibt also alle Spielergebnisse wieder, wenn
jeder Spieler gegen jeden anderen Spieler antreten muss.) Fir eine Gewichtung w, > 0
der Knoten u € V ist eine leichteste Knotenmenge V' C V gesucht, so dass G nach
Herausnahme aller Knoten in V' kreisfrei ist.

Lemma 5.6 Fin Turniergraph G besitzt genau dann einen Kreis, wenn G ein Dreieck,
also einen Kreis der Lange drei besitzt.
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Beweis: Natiirlich besitzt G einen Kreis, wenn G ein Dreieck besitzt. Wir miissen zeigen,
dass G ein Dreieck besitzt, wenn in G ein Kreis vorkommt. Sei (vy, ..., v, v1) ein Kreis
minimaler Liange. Wenn G die Kante (v3,v;) besitzt, dann hat G den Kreis (vy, vq, v3,v1)
der Lange drei und wir sind fertig. Ansonsten besitzt G die Kante (v1,v3): Wir konnen den
Knoten 2 tiiberspringen und erhalten den Kreis (vs, . .., vg, v1, v3) der kiirzeren Lénge k — 1,
im Wiederspruch zur Annahme. U

Es gentigt also, wenn wir alle Dreiecke zerstoren.

Algorithmus 5.7 FEEDBACK VERTEX SET fiir TURNIERE

(1) Wenn es eine Knotenmenge V' C V' gibt, deren Herausnahme alle Kreise zerstort
und wenn Y, w, = 0, dann gibt V' aus.

(2) Sonst wahle ein Dreieck {a, b, ¢} mit € = min{w,, wy, w.} > 0 aus und setze

w;:{ e x €{a,b,c},

0 sonst.

Kommentar: Beachte, dass jede Losung mindestens 3-approximativ ist, denn min-
destens einer der Knoten a, b oder ¢ muss gewahlt werden.

(3) Bestimme rekursiv eine Losung fir die Gewichtung w — w’.
Satz 5.8 Algorithmus ist 3-approrimativ.

Der beste bekannte Algorithmus ist 2.5-approximativ.

5.3 FEEDBACK VERTEX SET fiir ungerichtete Gra-
phen

In FEEDBACK VERTEX SET suchen wir, fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E)
und eine Gewichtung w, > 0 der Knoten u € V', eine leichteste Knotenmenge V' C V| so
dass die Herausnahme von V" alle Kreise von G zerstort. Wir haben FEEDBACK VERTEX
SET bereits fiir Turniergraphen, also fiir eine Klasse gerichteter Graphen kennengelernt
und einen 3-approximativen Algorithmus entworfen. Auch jetzt beginnen wir mit einem 3-
approximativen Algorithmus, den wir dann spéter zu einem 2-approximativen Algorithmus
verbessern.

Zuerst stellen wir einen Zusammenhang zum Problem VERTEX COVER her. Sei G =
(V, E) eine Instanz fir VERTEX COVER mit den Gewichten w, fiir u € V. Wir transfor-
mieren G in eine Instanz H = (V U E, £*) fir FEEDBACK VERTEX SET. Die Knoten
von H entsprechen also den Knoten und Kanten von G. Das Gewicht eines Knotens v € V'
definieren wir ebenfalls durch w,, das Gewicht eines ,Kantenknotens“ e = {u,v} € F ist
das Maximum von w, und w,.
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Wir verbinden zwei Knoten u,v € V in H genau dann, wenn u und v in G miteinander
verbunden sind. Zusétzlich verbinden wir u € V in H mit jedem Kantenknoten e = {u,v} €
E: Wir verbinden also jeden Knoten mit jeder inzidenten Kante. Insbesondere erhalten wir
fur jede Kante e = {u, v} einen Kreis u — e — v — u, der von einem FEEDBACK VERTEX
SET zerstort werden muss.

Beobachtung 5.1 Jede Knoteniiberdeckung in G ist auch ein Feedback Vertex Set in H.

Beweis: Angenommen, V' C V ist eine Knoteniiberdeckung von G. Die Herausnahme
von V' in G zerstort alle Kanten in G. Was bewirkt die Herausnahme von V' im Graphen
H? Alle Kantenknoten erhalten den Grad eins, gehoren also nicht mehr einem Kreis an.
Damit konnen Kreise in H nur durch Knoten u € V' gebildet werden. Aber zwei Knoten
u,v € V werden auch in H nur durch Kanten aus E verbunden, und diese Kanten sind
nach Herausnahme der Knotentiberdeckung V' zerstort: Die Herausnahme von V' zerstort
auch alle Kreise in H. O

Beobachtung 5.2 Zu jedem Feedback Vertex Set W in H gibt es eine Knotentiberdeckung
W' von gleichem Gewicht in G. W' kann effizient bestimmt werden.

Beweis: Nehmen wir umgekehrt an, dass die Knotenmenge W C V U E ein Feedback
Vertex Set ist, dass also alle Kreise in H durch die Herausnahme von W zerstort werden. Die
Herausnahme eines Kantenknotens e = {u, v} € E zerstort nur den einen Kreis u—e—v—u,
den wir auch durch die Herausnahme von u oder v zerstoren konnen. Wir kénnen also davon
ausgehen, dass W nur aus Knoten in V' besteht. Da W alle Dreier-Kreise u — e — v — u flr
e = {u, v} zerstoren muss, ist W auch eine Knoteniiberdeckung fiir den Graphen G. [

Als eine erste Konsequenz der Beobachtungen [5.1 und [5.2 kénnen wir folgern, dass die Ge-
wichte einer leichtesten Knoteniiberdeckung fiir G und eines leichtesten Feedback Vertex
Set fiir H libereinstimmen. Insgesamt haben wir eine ,approximationserhaltende Reduk-

tion von VERTEX COVER auf FEEDBACK VERTEX SET erhalten: Um einen Appro-
ximationsalgorithmus fiir VERTEX COVER zu erhalten,

1. transformieren wir zuerst eine Instanz G fuir VERTEX COVER auf die Instanz H
fir FEEDBACK VERTEX SET,

2. benutzen dann einen Approximationsalgorithmus fir FEEDBACK VERTEX SET,
um eine Knotenmenge W C V U E zu berechnen

3. und erhalten mit W’ C V auch eine Knoteniiberdeckung gleicher Groéfe fur G.

Satz 5.9 Wenn FEEDBACK VERTEX SET einen r-approximative Algorithmus besitzt,
dann besitzt auch VERTEX COVER einen r-approximativen Algorithmus.

Da nur 2-approximative Algorithmen fiir VERTEX COVER bekannt sind, kénnen wir
bestenfalls 2-approximative Algorithmen fiir FEEDBACK VERTEX SET erwarten und
genau das versuchen wir zu erreichen. Wir beginnen mit einer oberen Schranke fiir die
Grofle von Feedback Vertex Sets.
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Lemma 5.10 Der ungerichtete, zusammenhdingende Graph G besitze n Knoten und m
Kanten. Dann besitzt jeder nicht-verkleinerbare Feedback Vertexr Set hiochstens m —n + 1
Knoten.

Beweis: Angenommen, G = (V, E) besitzt einen kleinsten Feedback Vertex Set W. Wenn
wir die Knoten aus W herausnehmen, erhalten wir einen Wald F'. Da W minimal ist, gibt
es zu jedem Knoten u € W einen Baum T des Walds F', so dass u mit zwei Knoten von T’
verbunden ist.

G ist zusammenhdngend. Wenn wir also die Knoten aus W wieder einfiigen, werden die
Baume des Walds verschmolzen und zusdtzlich wird fiir jeden Knoten aus W ein Baum
mindestens zweimal getroffen. Jeder zusammenhéngende Graph besitzt aber mindestens
n — 1 Kanten und das zweimalige Treffen von Baumen des Walds fiir jeden Knoten aus W
fiigt weitere |WW| Kanten hinzu. Also folgt m > |W|4+n—1 und deshalb gilt |IW| < m—n+1.
O

Knoten vom Grad eins sind uninteressant, denn kein Kreis kann einen solchen Knoten
benutzen. Wir kénnen also iterativ alle Knoten vom Grad eins entfernen, bis wir einen
sauberen Graphen, also einen Graphen ohne Knoten vom Grad eins erhalten.

Wir betrachten jetzt sehr spezielle Knotengewichtungen, wir nehmen némlich an, dass
w, = a - (grad(u) — 1) fiir eine beliebige Konstante a > 0 gilt. In diesem anscheinend sehr
speziellen Fall stellt sich sogar heraus, dass jeder Feedback Vertex Set W 3-approximativ
ist, solange W nicht-verkleinerbar[l] ist. Fiir diese speziellen Knotengewichtungen kénnen
wir also keinen Fehler machen, solange wir nur alle tiberfliilssigen Knoten entfernen.

Lemma 5.11 Fs gelte w, = a-(grad(u)—1) fir alle Knoten u eines ungerichteten, zusam-
menhdngenden und sauberen Graphen G. Wenn fvs das Gewicht eines nicht-verkleinerbaren
Feedback Vertex Sets ist, dann folgt

f
m—-n+1< -ve <3-(m—mn)+L
o
Beweis: Sei W ein nicht-verkleinerbares Feedback Vertex Set. Wir zeigen zuerst die untere
Schranke fiir gewicht(WW), dem Gewicht der Knotenmenge W. Es ist

w > wy =) (grad(u = ) grad(u) — [W|. (5.1)

ueW ueWw ueW

> uew grad(u) ist mindestens so grofi wie die Anzahl der mit Knoten aus W inzidenten
Kanten (und moglicherweise grofler, da Kanten zwischen Knoten aus W zweifach gezahlt
werden). Diese Anzahl betrégt aber mindestens m — (n — 1 — |WW|), denn der nach Her-
ausnahme von W entstandene Wald hat hochstens n — 1 — |W| Kanten. Also erhalten
wir

icht
gevicht (W) _ s~ oad(u) = W] = m— (n— 1= [W]) = W] = m —n+1

@ ueWw

LW ist nicht-verkleinerbar, wenn jede echte Teilmenge von W kein Feedback Vertex Set ist.
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als Konsequenz von (5.1)). Jetzt schitzen wir gewicht (V) nach oben ab. Da die Summe
aller Knotengrade mit der doppelten Knotenzahl tibereinstimmt, erhalten wir

gewicht (W)
a

= 3 gradtw) = W] = 2m = 3 grad() = 7] (52)

Angenommen, der nach Herausnahme von W entstandene Wald besteht aus & Béaumen.
In 3=, 0w grad(u) werden zuerst alle Kanten zwischen Knoten aus V' \ W zweifach gezéhlt
(und dies sind 2 - (n — |W| — k) Kanten) und sodann alle Kanten zwischen Knoten aus
VAW und W. Der Graph ist sauber: Es muss also mindestens zwei Kanten zwischen einem
jeden der k Baume und der Menge W geben. Es gibt also mindestens 2k Kanten zwischen
V' \ W und W und deshalb ist

> grad(u) > 2 (n— |W|—Fk)+2k=2-(n—|W|).

ugW
Also folgt mit (5.2) und Lemma
icht(W
gewicht(IV) = 2m— Y grad(u) — |W|
« ugW
< 2m—(2-(n— W) = [W|=2(m —n)+|W|
< 2m—n)+m—-n+1=3(m—n)+1
und das war zu zeigen. O

5.3.1 Eine 3-approximative Losung

Wir beschreiben jetzt einen Local Ratio Algorithmus fir den Graphen G = (V, E) und
beliebige Gewichte w, > 0 fiir die Knoten v € V.

Algorithmus 5.12 FEEDBACK VERTEX SET fiir ungerichtete Graphen G = (V, F) mit
den Knotengewichten w, > 0.

(1) Wenn V = (), dann gib die leere Menge als Losung aus.

Enferne iterativ alle Knoten vom Grad 1 aus V/, bis der Graph sauber ist.
(2) Bestimme a = min,ey ;7 und die neue Gewichtung
wi, =a-(d, —1).
Setze W ={u eV | w), = w,}.

(3) Nimm die Knotenmenge W’ aus V' heraus und nenne den neuen Graphen G”. Wende
das Verfahren rekursiv auf den kleineren Graphen G” mit den Knotengewichten w, —
w,, an, um einen Feedback Vertex Set W” zu erhalten.
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(4) Bestimme eine Teilmenge W C W/ U W” so dass W ein Feedback Vertex Set fir G
ist, aber Kreise entstehen, wenn irgendein Knoten aus W entfernt wird.

Kommentar: Mit einem Induktionsargument folgt, dass W ein Feedback Vertex Set
fur G ist. G” entsteht aus G durch Herausnahme von W’ und deshalb ist W’ U W”
ein Feedback Vertex Set fiir G. Aber W ist dann irgendein nicht-verkleinerbarer
Feedback Vertex Set in W/ U W”.

Satz 5.13 Algorithmus[5.13 bestimmt eine 3-approzimative Losung fir FEEDBACK VER-
TEX SET fiir ungerichtete Graphen.

Beweis: In der Beschreibung von Algorithmus haben wir bereits herausgestellt, dass
die Menge W ein Feedback Vertex Set ist. Wie schwer ist W7 Es ist

gewicht(W) = Y w,= > a-(d,—1)+ > wy,—a-(d,—1)

uew ueW ueW
= Z w;"i_ Z(wu_w;)-
ueWw ueW

W ist nicht verkleinerbar. Wir wenden Lemma an und erhalten deshalb

> wl, < 3-opt/ (5.3)

ueWw

fiir das Gewicht opt’ eines optimalen Feedback Vertex Sets fiir die Knotengewichte w’'.
Schliefflich beachte

Z(wu_ww < Z(wu_w;)+ Z(wu_w;): Z(wu_w;)

uew ueWw’ ueWw ueWw?
< 3-opt”, (5.4)

wobei opt” das Gewicht eines optimalen Feedback Vertex Sets fiir G” ist. In der letzten
Ungleichung haben wir induktiv angenommen, dass Algorithmus den Approximati-
onsfaktor drei auf dem kleineren Graphen G” erreicht.

Die Behauptung folgt jetzt aus und (5.4)), da opt’ + opt” < opt fiir das Gewicht opt
eines optimalen Feedback Vertex Sets fiir G gilt. U

Aufgabe 66
Weise nach, dass opt’ + opt” < opt gilt.

5.3.2 Eine 2-approximative Losung

Nenne einen Kreis fast-disjunkt, wenn der Kreis hochstens einen Knoten vom Grad min-
destens drei durchléauft. Wir erhalten eine 2-approximative Losung wie folgt.

Algorithmus 5.14 Eine Verbesserung von Algorithmus

(1) Wenn G keine fast-disjunkte Kreise besitzt, dann verfahre im nicht-rekursiven Schritt
wie Algorithmus [5.12]
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(2) Besitzt G hingegen einen fast-disjunkten Kreis K, dann:

(a) Bestimme den Knoten uy,;, des Kreises K mit kleinstem Gewicht.

(b) Bestimme den Knoten ugx in K mit Grad mindestens drei. Entferne, bis auf
ug, alle Knoten des Kreises und nenne den neuen Graphen G”. Reduziere das
Gewicht von ux um das Gewicht von upyj,.

(c) Bestimme einen Feedback Vertex Set W fir G” rekursiv.

Kommentar: Wenn wir induktiv annehmen, dass W” eine 2-approximative Lo-
sung fiir G” ist, dann ist W’ U {upi, } eine 2-approximative Losung fiir G, denn
{Umin } ist ein leichtester Feedback Vertex Set fir K.

Warum zahlt sich die Sonderbehandlung von fast-disjunkten Kreisen aus?

Lemma 5.15 G sei ein ungerichteter Graph, der keinen fast-disjunkten Kreis enthdlt.
Zusdtzlich gelte w, = a - (grad(u) — 1) fir alle Knoten u. Wenn fvs das Gewicht eines
nicht-verkleinerbaren Feedback Vertex Sets ist, dann folgt

f
m—n+1§£§2-(m—n)+1.
a

Aufgabe 67

Zeige Lemma [5.15

Wir konnen jetzt die Analyse von Algorithmus iibernehmen und erhalten mit Hilfe
von Lemma [5.15}

Satz 5.16 Algorithmus[5.14) bestimmt eine 2-approzimative Losung fir FEEDBACK VER-
TEX SET fiir ungerichtete Graphen.

Aufgabe 68
Bestimme einen ungerichteten Graphen G = (V, E) und eine Gewichtung w,, der Knoten u € V|, so dass
Algorithmus [5.14] eine Losung mit moglichst schlechten Approximationsfaktoren berechnet.




Kapitel 6

Branch & Bound

Das Branch & Bound Verfahren versucht, eine optimale Losung eines Optimierungspro-
blems durch eine intelligente Suche unter den moglichen Losungen zu finden. Wir beschrei-
ben die Grobstruktur dieses Ansatzes fiir das allgemeine Minimierungsproblem

minimiere f(x), so dass Losung(z).

Fir den Branching-Schritt des Branch & Bound Verfahrens muss zuerst ein Branching
Operator B definiert werden: B zerlegt eine Menge von Losungen in disjunkte Teilmengen.
Die wiederholte Anwendung des Branching Operators erzeugt dann einen Branch & Bound
Baum B:

Die Wurzel von B entspricht der Menge aller Losungen. Ist v ein Knoten von

B mit Losungsmenge £(v) und hat v die Kinder vy, ..., v, dann zerlegen die
Loésungsmengen L(v;) der Kinderknoten die Losungsmengen £(v) des Elternk-
notens.

Fir den Bounding-Schritt wird eine untere Schranke benotigt: Fir jeden Knoten v von B
nehmen wir namlich an, dass eine untere Schranke unten(v) gegeben ist, so dass

unten(v) < ()
fir jede Losung y € L(v) gilt.

v kann verworfen werden, wenn unten(v) > f(yo) fiir eine aktuelle beste Losung
yo gilt, denn keine Losung in L£(v) ist besser als die Losung yp.

Algorithmus 6.1 Branch & Bound
Das Minimierungsproblem (min, f, L) sei zu 16sen. Der Branching Operator B sei gegeben.
Anfanglich besteht der Branch & Bound Baum B nur aus der (aktivierten) Wurzel.

(1) Eine Losung yo wird mit Hilfe einer Heuristik berechnet.

(2) Wiederhole, solange es aktivierte Blétter gibt:

117
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(2a) Wihle das erfolgversprechendste aktivierte Blatt v von B.

(2b) Branching: Wende den Branching Operator B auf v an, um die Kinder vy, . .., vy
zu erhalten. Inspiziere die k Teilmengen nacheinander:

- Wenn es offensichtlich ist, dass v; eine Losung y; enthalt, die besser als v
ist, dann setze yy = y; und deaktiviere gegebenenfalls Blétter.

- Ansonsten fithre den Bounding-Schritt durch: Nur wenn unten(v;) <
f(yo), wird v; aktiviert.

(3) Gib die Losung yo als optimale Losung aus.

Eine erfolgreiche Implementierung von Branch & Bound muss die folgenden Probleme
l6sen:

- Die Anfangslosung yo muss moglichst nahe am Optimum liegen, damit der Bounding-
Schritt schlechte Knoten frithzeitig disqualifiziert. Aus genau demselben Grund muss
die untere Schranke fiir v die Qualitdt der besten Losung in v moglichst gut voraus-
sagen.

- Die Wahl eines erfolgversprechendsten Blatts bestimmt die Art und Weise, in der B
durchsucht wird und bestimmt damit den Speicherplatzverbrauch.

- Tiefensuche schont den Speicherplatzverbrauch. Allerdings wird die schnelle
Entdeckung guter Losungen leiden, da stets mit dem letzten, und nicht mit
dem besten Knoten gearbeitet wird.

- Der grofle Speicherverbrauch schliefit Breitensuche als ein praktikables Suchver-
fahren aus.

- In der ,best first search“ wird der Knoten v mit der niedrigsten unteren Schranke
gewahlt. Man versucht also, schnell gute Losungen zu erhalten. Haufig werden
Varianten der Tiefensuche und der best-first search kombiniert, um einerseits
mit dem vorhandenen Speicherplatz auszukommen und um andererseits gute
Losungen moglichst schnell zu entdecken.

6.1 Das RUCKSACK-Problem

n Objekte mit Gewichten ¢1,...,¢9, € R und Werten wy,...,w, € N sind vorgegeben
ebenso wie eine Gewichtsschranke G € R. Der Rucksack ist mit einer Auswahl von Objek-
ten zu bepacken, so dass einerseits die Gewichtsschranke G nicht iiberschritten wird und
andererseits der Gesamtwert maximal ist.

Wir betrachten zuerst das fraktionale RUCKSACK-Problem. Hier diirfen wir Anteile x;
(0 < z; < 1) des iten Objekts in den Rucksack packen. Das fraktionale RUCKSACK-
Problem kann sehr einfach mit einem Greedy-Algorithmus gelost werden. Wir nehmen
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dazu ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass die Objekte bereits absteigend nach
ihrem ,Wert pro Kilo® sortiert sind, dass also

wp _ W w
I>2Zs >

g1 92 n

gilt. Wenn Zle 9 <G < Zf;rll gi, dann erhalten wir eine optimale Losung, wenn wir die
Objekte 1, ...k einpacken und die Restkapazitiat des Rucksacks mit dem entsprechenden
Anteil an Objekt k& + 1 fiillen.

Angeregt durch den Greedy-Algorithmus sortieren wir die Objekte absteigend nach ihrem
Wert pro Kilo. Jeder Knoten v des Branch & Bound Baums wird dann durch ein Paar
(J,4) beschrieben: Die Objekte aus J C {1,...,i} wurden bereits, ohne die Kapazitiat G zu
iiberschreiten, in den Rucksack gepackt. Der Branching Operator erzeugt die beiden Kinder
mit den Beschreibungen (J, i+ 1) und (JU{i+1},i+ 1) entsprechend dem Auslassen oder
der Hinzunahme des i + 1.sten Objekts.

Beachte, dass wir diesmal ein Maximierungsproblem 16sen méchten und Branch & Bound
benotigt eine obere statt einer unteren Schranke. Wir besorgen uns sehr gute obere Schran-
ken mit Hilfe des Greedy-Algorithmus fir das fraktionalen RUCKSACK-Problem: Fiir
den Knoten (.J,7) berechnen wir die Restkapazitit G' = G — >;c; g; und wenden den
Greedy-Algorithmus auf die Objekte ¢ + 1,...,n mit der neuen Gewichtsschranke G’ an.
Da der Greedy-Algorithmus eine optimale Losung des fraktionalen RUCKSACK-Problems
berechnet, und da der optimale Wert des fraktionalen Problems mindestens so grofl wie der
optimale Wert des ganzzahligen Problems ist, haben wir die gewiinschte obere Schranke
gefunden.

Eine Anfangslésung yo kénnen wir mit dem dynamischen Programmier-Algorithmus aus
Satz bestimmen. Schlielich ist eine erfolgversprechendste Losung in Schritt (2a) zu
bestimmen. Die Wahl einer wertvollsten Bepackung ist sicherlich eine sinnvolle Option.

Bemerkung 6.1 Wir haben die obere Schranke im RUCKSACK-Problem durch die Me-
thode der Relaxierung gefunden: Wir haben die Forderung der Ganzzahligkeit abgeschwacht
und reelle Losungen zugelassen. In vielen Féallen werden dadurch Problemstellungen stark
vereinfacht; wir kommen auf diesen Aspekt spéter zuriick, wenn wir nach einer Diskussion
der linearen Programmierung Branch & Cut Verfahren beschreiben.

6.2 TSP: Branch & Bound mit 1-Baumen

Wir betrachten das metrische Traveling Salesman Problem M-TSP: n Stadte 1,...,n sowie
Distanzen d(r, s) zwischen je zwei Stadten r und s sind gegeben. Die Distanz d moge einer
Metrik entsprechen. Unser Ziel ist die Bestimmung einer kiirzesten Rundreise, die jede
Stadt genau einmal besucht.

Wir haben bereits viele Heuristiken fiir das Traveling Salesman Problem in Abschnitt
kennengelernt und kénnen uns somit gute Anfangslosungen beschaffen.

Unsere Branch & Bound Implementierung erzeugt einen Branch & Bound Baum B, dessen
Knoten durch Paare (S,7T) beschrieben werden: S C { {r,s} | r # s} ist eine Menge
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erzwungener Kanten, die eine Rundreise durchlaufen muss, und 7' C { {r, s} | r # s} eine
Menge verbotener Kanten. Das Ausgangsproblem wird durch (0, ()) beschrieben, nachfol-
gende Anwendungen des Branching Operators schreiben aber Kanten vor bzw. verbieten
Kanten.

Das schwierige Problem im Entwurf von Branch & Bound Algorithmen ist im Allgemeinen
die Ableitung guter unterer Schranken. Um die Diskussion zu erleichtern, fithren wir
untere Schranken nur fiir das Ausgangsproblem ((), ) ein. Wir wissen, dass die Lange eines
minimalen Spannbaums eine untere Schranke fiir die Lange von Rundreisen ist. Wir zeigen
jetzt, wie man diese untere Schranke deutlich verbessert. Zuerst beobachten wir, dass ein
Spannbaum nur n — 1 Kanten besitzt, wihrend eine Rundreise n Kanten durchlauft. Wir
ersetzen deshalb die Spannbaum Methode durch die Methode der 1—BéiumeE]:

Wir berechnen einen minimalen Spannbaum B fiir alle Stadte bis auf Stadt 1. Dann
fiigen wir 1 zu B hinzu, indem wir 1 mit den beiden néchstliegenden Stadten verbin-
den.

Durch die Hinzunahme von 1 und seiner beiden billigsten Kanten haben wir einen
1-Baum B* erhalten, ndmlich einen Graphen mit einem einzigen Kreis. Das Gewicht
des 1-Baums ist unsere neue untere Schranke.

Haben wir tatsédchlich eine untere Schranke erhalten? Wenn wir die Stadt 1 aus einer
Rundreise entfernen, dann erhalten wir einen Spannbaum fiir die verbleibenden n — 1
Stadte, und das Gewicht dieses Spannbaums ist natiirlich mindestens so grof§ wie das
Gewicht eines minimalen Spannbaums. Schliellich haben wir die Stadt 1 {iber seine beiden
kiirzesten Kanten mit dem minimalen Spannbaum verschweifit und diese beiden Kanten
sind nicht schwerer als die beiden mit Stadt 1 inzidenten Kanten der Rundreise.

Aber selbst die neue untere Schranke ist nicht gut genug. Wir dndern die Distanzen d(r, s)
zwischen Stadt r und Stadt s wie folgt: Wir wahlen Parameter A, fiir jede Stadt r und
legen d*(r,s) = d(r,s) + A\ + A, als neue Distanz fest.

- Wenn L die Lange einer Rundreise fir die alten Distanzen ist, dann ist L+2->7" ; A,
die Léange fiir die neuen Distanzen. Insbesondere wird eine fiir die neuen Distanzen
optimale Rundreise auch fiir die alten Distanzen optimal sein.

- Sei gradg.(r) die Anzahl der Nachbarn von Stadt r in einem beliebigen 1-Baum B*.
Wenn [(B*) das Gewicht von B* fiir die alten Distanzen ist, dann ist [(B*)+>1" | A; -
gradg. (i) das Gewicht von B* fir die neuen Distanzen.

Es ist also nicht zu erwarten, dass minimale 1-Baume fiir die Distanz d auch fiir
die neue Distanz optimal bleiben.

Wie sollte der Vektor A = (Aq,...,\,) gewahlt werden? Sei optq(\) das Gewicht eines
minimalen 1-Baums fiir die durch A definierten neuen Distanzen: Wenn B* ein optimaler

'Ein 1-Baum ist ein Baum auf den Knoten 2,...,n, der Knoten 1 wird durch Kanten zu den beiden
néchstliegenden Stadten angeschlossen.
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1-Baum fiir A ist, dann folgt also opty(A) = {(B*) + >, A; - gradz. (7). Fiir eine optimale
Rundreise mit Lange opt fiir die alten Distanzen und fiir jeden Vektor A\ gilt

opt +2-> X > opt;(N) (6.1)

=1

= U(B*)+>_ X\ - gradg. (i),
i=1
da wir eine Rundreise mit einem minimalen 1-Baum vergleichen. Wir betrachten deshalb
die Funktion

n

7OV = min{ 1(B) + 32 - (grad . (3) — 2) )

i=1
und

opt > f())
gilt fiir jeden Vektor A\. Wir sollten deshalb versuchen, f zu maximieren, um eine moglichst
gute untere Schranke f(\) zu erhalten. Man nennt maxyegn f(A) die Held-Karp Schranke,
die in praktischen Anwendungen hervorragende Resultate liefert. In Abschnitt werden
wir die mathematische Begriindung der Held-Karp Schranke als Lagrange Relaxierung
kennenlernen.
Beachte, dass f(\) fir jeden fixierten Vektor A einfach zu berechnen ist: Bestimme einen
minimalen Spannbaum fiir die Kantengewichte d(r, s) + A, + As; auf den Knoten 2,... n
und fiige den Knoten 1 tiber zwei kiirzeste Kante ein. Die Schwierigkeit in der Berechnung
der Held-Karp Schranke besteht deshalb in der Berechnung der Maximierung.
Das erfolgversprechendste Blatt v = (S,7") wéhlen wir stets geméf Tiefensuche. Um
den Branching Operator fir das Blatt v zu beschreiben, nehmen wir zuerst wieder
S =T = () an. Angenommen, wir haben den Vektor \* fiir die Bestimmung der unteren
Schranke berechnet und B} ist ein minimaler 1-Baum fiir die neuen Distanzen. Wir
versuchen mit dem Branching Operator entweder B}, als optimalen 1-Baum auszuschalten
oder aber ein signifikant einfacheres T'S P-Problem zu erhalten.
Zuerst beachten wir, dass B}, eine Stadt s vom Grad mindestens drei besitzt, denn sonst
ist B}, bereits eine Rundreise und wegen sogar eine optimale Rundreise. Die Kanten
{r,s} und {t,s} seien die langsten, mit s inzidenten Kanten von B, . Der Branching

min*
Operator erzeugt drei Kinder, wobei alle Kinder B} ; als optimalen 1-Baum ausschalten.

(1) Fir das erste Kind verbieten wir die Benutzung der Kante {r, s}.

(2) Fir das zweite Kind wird die Benutzung von {r, s} erzwungen, aber die Benutzung
von {t, s} verboten.

(3) Fir das dritte Kind wird sowohl die Benutzung von {r, s} wie auch die Benutzung
von {t,s} erzwungen. Alle anderen mit s inzidenten Kanten werden verboten.

Wird im folgenden ein Branching-Schritt fiir einen Knoten s durchgefiihrt, der bereits eine
erzwungene Kante besitzt, dann erzeugt man das dritte Kind nicht und verbietet fiir das
zweite Kind alle sonstigen mit s inzidenten Kanten, bis auf die erzwungene Kante.
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Teil 11

Lineare Programmierung

123






125

Mit dem Simplex-Algorithmus und den Interior-Point-Verfahren fiir die lineare Program-
mierung lernen wir méchtige Techniken zum Lésen von linearen Optimierungsproblemen
kennen. Insbesondere werden wir effiziente Algorithmen fiir das allgemeine Matching Pro-
blem mit gewichteten Kanten wie auch fiir das Netzwerkfluss Problem kennenlernen. Wei-
tere wichtige Anwendungen der linearen Programmierung wie zum Beispiel das Branch &
Cut Verfahren werden wir in den nachfolgenden Kapiteln kennenlernen.

In der linearen Programmierung sind fiir n reellwertige Variablen x4, ..., x, die m linearen
Gleichungen

n
Z&i]’x]’ :bi, fir ¢ = 1,...,m
=1

unter den Nichtnegativitdtsbedingungen x1,...,x, > 0 zu erfiilllen. Unter allen Losungs-
vektoren x := (x1,...,,)T suchen wir einen Vektor, der die lineare Zielfunktion

n
CT X = Z le'j
=1

minimiert. Sei

A= i) cicmizcicn
die m x n-Matrix des Gleichungssystems und b und ¢ seien die entsprechenden Spaltenvek-
toren. Wir nennen

minimiere ¢’ - z, so dass Ax = b,z > 0

die Standardform der linearen Programmierung. Die Standardform deckt auch die folgenden
Falle ab:

(1) Minimierungsprobleme kénnen auf Maximierungsprobleme zurtickgefiihrt werden und
umgekehrt, denn eine Maximierung von ¢! - z ist dquivalent zu einer Minimierung
T
von —c' - .
(2) Falls wir eine Variable z nicht der Nichtnegativitdtsbedingung unterwerfen wollen,
ersetzen wir x durch die Differenz (z; — z_) fiir zwei neue Variablen z_ und . Wir
fordern z, > 0 und z_ > 0.

In der Literatur findet man auch die folgende, kanonische Form der linearen Programmie-
rung:

minimiere ¢! -z, so dass Ax > b
z >0

Beide Formulierungen beschreiben dieselbe Klasse von Optimierungsproblemen, da einer-
seits

a' x=b & a-z>b und —al-x>—b
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und andererseits fiir eine neu eingefiihrte ,Slackvariable“ s
T T _
a -x>b & a'-x—s=>b und s>0.

Beispiel 6.1 Ein lineares Programm fiir das gewichtete Matching Problem

Wir betrachten das gewichtete Matching Problem fiir allgemeine Graphen G = (V, E') mit
Kantengewicht w, fiir e € E. Eine Teilmenge M C F heifit ein Matching, falls es keine zwei
Kanten in M mit einem gemeinsamen Endpunkt gibt. Das Ziel des Matching Problems ist
die Bestimmung eines Matchings M, so dass

D we

ecM

maximal unter allen Matchings ist. Unsere Formalisierung als lineares Programm verwendet
fiir jede Kante e die Variable x, mit

{ 1 e gehort zum Matching
Te =
0 sonst

als beabsichtigte Interpretation. Wir wahlen die kanonische Form des linearen Programms
und erhalten die folgende Formulierung.

(1) Fordere z. > 0 und —z, > —1.

(2) Damit jeder Knoten v € V' nur zu einer gewahlten Kante gehort, fiigen wir fur v die
Bedingung

- D Tpwp >l

w{v,w}eE

hinzu.

(3) Wir wihlen

Zwe'xe

ecE

als zu maximierende Zielfunktion in den Variablen z..

Wir zeigen spéter, dass dieses Programm fiir bipartite Graphen ganzzahlige (und damit
binére) Losungen besitzt und dass die beabsichtigte Interpretation fiir bestimmte Losungen,
namlich fir die Ecken des Losungsraums erzwungen ist.

Beispiel 6.2 Das Flussproblem als ein Problem der linearen Programmierung
Ein Flussproblem wird durch das Quintupel N' = (V, E,t,s,c) beschrieben. V ist eine
Menge von Knoten und E eine Menge von gerichteten Kanten mit Endpunkten aus V. s, ¢
sind zwei ausgezeichnete Knoten, die wir als Quelle, bzw. als Senke bezeichnen. Schliefllich
ist ¢ : E — Ry( eine Funktion, die jeder Kante e € F ihre maximale Kapazitit c(e) > 0
zuweist.

Ein Fluss im Netzwerk N ist ebenfalls eine Funktion f : F — Rsq mit den folgenden
Eigenschaften:
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(1) 0 < f(e) < c(e) fir jede Kante e € E: Der Fluss entlang einer Kante darf die
Kapazitat der Kante nicht iibersteigen.

(2) Fiir jeden Knoten v € V' \ {s,t} gilt
> fluv)= > flv,u)
(uv)eE (v,u)EE

und damit fordern wir Flusserhaltung: Der in v eingehende Fluss muss v auch wieder
verlassen.

Das Ziel des Flussproblems ist die Konstruktion eines maximalen Flusses von der Quelle s
zur Senke t. Mit anderen Worten, wir miissen die lineare Zielfunktion

Z f(s,v)_ Z f(v,s)
(s,v)eE (v,8)EE

maximieren: Der aus s hinausflieBende Fluss ist zu maximieren, wobei aber der zurtickflie-
Bende Fluss abzuziehen ist. Wir formulieren das Flussproblem als ein lineares Programm
und fithren dazu fiir jede Kante e € E die Flussvariable f, ein:

(1) Zur Einhaltung der Kapazitatsschranken fordern wir —f, > —c(e) fiir alle Kanten
e € E. Beachte, dass f. > 0 zu fordern ist und dies der Form des linearen Programms
entspricht.

(2) Um Flusserhaltung auszudriicken, wiahlen wir fiir jeden Knoten v € V' \ {s,t} die
Bedingungen:

Z f(v,w) - Z f(w,v) =0

(v,w)EE (ww)eE
(3) Die Zielfunktion ist natiirlich

Y. fewy— D fws

(s,v)eE (v,8)EE

Durch Maximieren der Zielfunktion erhalten wir einen maximalen Fluss.

Aufgabe 69

Aus einem physikalischen Experiment seien n Messpunkte (x1,y1), (z2,92),- .., (Tn,yn) gegeben. Wenn
man Griinde hat, anzunehmen, eine Gerade erklare die Messdaten, versucht man eine Gerade zu finden, so
dass die Abhéngigkeit der y; von den x; moglichst gut dargestellt wird. Zum einen verwendet man hierzu
die ,lineare Regression®: Man versucht eine Gerade ax + b zu finden, so dass .-, (ax; +b—y;)* minimiert
wird. In dieser Aufgabe wollen wir im Unterschied dazu eine Gerade ax + b bestimmen, welche die Summe
der vertikalen Abstéinde zur Geraden, also )., |az; +b— y;|, minimiert. Lse das Problem durch lineares
Programmieren.

Aufgabe 70

Ein Party-Service benotigt an IV aufeinanderfolgenden Tagen ¢ = 1, ..., n jeweils r; Teller. Dabei kann der
Betreiber Teller entweder
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e kaufen (fiir p Cent),
e schnell waschen lassen (in m Tagen fir f Cent) oder
e langsam waschen lassen (in n > m Tagen fiir s < f Cent).

Jeden Tag muss der Betreiber entscheiden, wieviele schmutzige Teller schnell bzw. langsam zu waschen
sind und wieviele Teller zu kaufen sind, wobei am Tag i auf jeden Fall r; saubere Teller vorhanden sein
miissen. Finde eine Darstellung des Problems als lineares Programm.

Wir fiithren als Néchstes die Grundbegriffe der linearen Programmierung fiir die Standard-
form

minimiere ¢! -z, so dass Az = b, und z > 0.
ein.
Definition 6.2

(a) Ein Vektor z mit Az = b und x > 0 heifit eine Losung.

(b) Ein lineares Programm heifit 16sbar, wenn Losungen existieren, ansonsten ist das
Programm unlésbar.

(¢) Wir bezeichnen die Losungsmenge mit L(A,b), wobei
L(Ab) :={z€R" | Axr =b, x > 0}.
(d) Eine Losung x € L(A,b) ist optimal, falls

' x=inf{c" -z |z € LA Db}

(e) Eine Losung z* € L(A,b) ist genau dann eine Ecke von L(A,b), wenn kein Vektor
y # 0 mit z* +y € L(A,b) und 2* —y € L(A,b) existiert.

Aufgabe 71
Wir nehmen an, dass 0 € L(A,b). Zeige, dass der Nullpunkt eine Ecke ist.

Die geometrische Sichtweise: Wir fithren zuerst die zentralen Konzepte einer Hyper-
ebene und eines Halbraums ein.

Definition 6.3 Eine Hyperebene H C R”™ ist die Menge aller Losungen einer linearen
Gleichung a’z = b, also H = {x | a’x = b}. Die Losungsmenge {z | a’z > b} wird ein
Halbraum genannt.

Im allgemeinen Fall mehrerer Ungleichungen definieren wir die Losungsmenge L*(A,b) =
{r € R" | Ax > b, x > 0}. Wir nennen L*(A,b) ein Polyeder, bzw. ein Polytop wenn
L*(A,b) beschrénkt ist.
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Ein Losungsraum L*(A, b) ist also der Durchschnitt von Halbrdumen und zwar der Durch-
schnitt der folgenden m + n Halbraume (e; sei der i-te Einheitsvektor)

H; = {z€R"|a] -x>b} firi=1,...,m
N, = {zeR"|ef x>0} firi=1,...,n.

Das néchste wichtige Konzept ist der Begriff der Seitenfliche eines Polyeders P. Zuerst
fiihren wir aber die Dimension von P als die Dimension des kleinsten affinen Raumes ein,
der P enthélt: Ein einzelner Punkt x € R™ ist also stets 0-dimensional und ein Geradenstiick
1-dimensional.

Liegt ein Polyeder P vollstindig auf einer Seite einer Hyperebene H, dann wird der Durch-
schnitt P N H eine Seitenfliche genannt.

- Eine Ecke z ist eine 0-dimensionale Seitenfliche: Der Durchschnitt P N H besteht
also nur aus z.

- FEine Facette F' ist eine Seitenfliche im ,eigentlichen Sinn“: Der Durchschnitt F' =
PN H ist ein (d — 1)-dimensionales Polyeder, falls P ein d-dimensionales Polyeder
ist.

- Wir sagen, dass eine Ecke = entartet ist, wenn die Anzahl der Facetten, die x enthal-
ten, grofler ist als die Dimension von P. Die Spitze einer 3-dimensionalen Pyramide
mit quadratischer Grundfliache ist ein Beispiel einer entarteten Ecke.

Man kann zeigen, dass ein Polyeder P stets konvex ist: Mit je zwei Punkten u,v € P
gehort auch stets die v und v verbindende Gerade zu P. Wir beobachten als Néchstes ohne
Beweis, dass ein Polytop stets die konvexe Hiille seiner Ecken ist.

Definition 6.4 Fiir die Punktmenge X = {xy,...,xy} C R"™ ist
N N
COHV(X) = { Z)\Z T ‘ )\1,...,)\]\[ 2 O’Z)\'L =1. }
i=1 i=1
die konvexe Hiille von X.

Wenn E C P die Menge der Ecken des Polytops P ist, dann ist also P = conv(E).

Beispiel 6.3 Wir betrachten den Losungsraum L*(A,b) := {z € R? | Az > b, z > 0} mit

(-1 0 T4
A.—( 0 _1> und b = (—1,-1).

Wir erhalten den Losungsraum als Duchschnitt der Halbraume

L*(Ab) = {(z1,22) € R?* |2y > 0} N{(z1,20) € R?* | 25 > 0}
N {(5131,[[‘2) S R2 | T S 1} N {(Il,xg) € R2 | i) S 1}
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O H4d
Der Lésungsraum L*(A, D).

Offenbar ist £ = (1,1) eine Ecke: Fir y = (y1,%2) # 0 mit £ +y € L*(A,b) gilt y; < 0
oder 5 < 0. Also ist

E—y= (1 -y, 1 _yQ) ¢ L*(A>b)’
da mindestens eine Komponente echt grofler als 1 ist.

Das Konzept einer Ecke ist grundlegend: Es existiert immer eine optimale Ecke, sofern die
Losungsmenge L(A, b) nichtleer und der minimale Zielwert endlich ist.

Lemma 6.5 Die Lisungsmenge L(A,b) :== {z € R" | Ax = b, x > 0} sei nichtleer und
zusdtzlich sei das Infimum inf {c” -z | x € L(A,b)} endlich. Dann gibt es eine Ecke, die
optimal ist.

Beweis: Wir nehmen zuerst ¢ # 0 an. Ist dieser Fall gezeigt, folgt offensichtlich der Fall
¢ = 0, da hier nur zu zeigen ist, dass eine Ecke existiert. Die Existenz einer Ecke wird aber
schon fiir ¢ # 0 implizit nachgewiesen.

Sei x € L(A,b) eine optimale Losung des linearen Programms in Standardform. Es gentigt,
eine Ecke 2* mit ¢’ - x > ¢! - 2* zu finden. Wir versuchen in mehreren Schritten aus = eine
mindestens so gute Ecke zu erhalten.

Falls  bereits eine Ecke ist, sind wir fertig. Sei > 0 mit x # 0 keine Ecke, d.h. es existiert
einy # 0 mit x+y € L(A,b). Insbesondere ist z £y > 0 und aus Az + Ay = bund Ax =b
folgt Ay = 0. Durch einen mdglichen Ubergang von y auf —y kénnen wir erreichen, dass

'y <0 (6.2)

gilt. Falls ¢’ -y = 0, wihlen wir zwischen y und —y, so dass der gewihlte Vektor mindestens
eine negative Komponente besitzt. Ist ¢ - y < 0 arbeiten wir mit dem urspriinglichen y
weiter. Schliellich fiihren wir eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1: Es gibt eine Komponente j mit y; < 0. Wahle A > 0 maximal, so dass  + Ay > 0.
Wegen A > 0 hat der Vektor x + Ay im Vergleich zu x mindestens eine Null-Komponente
mehr: Wenn x; = 0, dann muss y; = 0 gelten, da x £y € L(A,b). Wir setzen

M= 4+ Ay > 0.
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Da z™" > 0, geniigt fiir ™" € L(A,b) der Nachweis von A - 2" = b. Dies folgt, da

A" =Ax+ \y) = Az + - (Ay) = Az =b.
=0

Fall 2: Fiir alle Komponenten j ist y; > 0. Fir jedes A > 0 gilt x + Ay € L(A,b), da

Alx+ X y) =Az+ X (Ay) = Az =D
——
=0

und da x + Ay > x > 0. Da nach Fallannahme y nur nichtnegative Komponenten besitzt,
muss ¢’y < 0 gelten: Es gibt also eine positive Komponente von y, so dass die entspre-
chende Komponente von ¢ negativ ist. Aber dann verstoflen wir wegen gegen die
Endlichkeitsbedingung von inf {c¢’ -z | # € L(A,b)} und haben einen Widerspruch zur
Fallannahme erhalten.

Wir wiederholen Fall 1, bis wir eine Ecke erhalten. Da der neue Vektor im Vergleich zum
Vorgangervektor eine Null-Komponente mehr hat, erhalten wir spatestens nach n Iteratio-
nen eine Ecke. U

Optimale Losungen sind aber im Allgemeinen nicht notwendigerweise Ecken: Wenn wir x4
unter den Nichtnegativitatsbedingungen 1, o > 0 minimieren, sind alle Werte (0, z5) mit
x9 > 0 minimal, obwohl nur (0, 0) eine Ecke ist. In diesem Fall ist die Losung des linearen
Programms mehrdeutig.

Korollar 6.6 Die nichtleere Losungsmenge L(A,b) = {x € R" | Az = b, = > 0} hat eine
Ecke.

Beweis Wende Lemma [6.5| mit ¢ = (0,...,0) an. O

Eine algebraische Charakterisierung ist fiir den Simplex-Algorithmus von zentralem Inter-
esse. Diese Charakterisierung ist Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 6.7 x € L(A,b) sei eine Losung mit B = {j | z; > 0}. Die Matriz A besitze die
Spalten Ay, ..., A, (also A= (Ay,...,A,)) und die Matriz Ap bestehe aus den Spalten A;
fir 1 € B. Wenn B nicht-leer ist, dann gilt

x ist eine Ecke < die Spalten von Ap sind linear unabhdngig.

Beweis: Wir nehmen B # () an und erhalten deshalb auch x # 0.

= Angenommen, Apg hat linear abhdngige Spalten. Dann gibt es einen Vektor yp # 0 mit
Ap - yp = 0. Wir erginzen yp durch Null-Komponenten zu einem Vektor y € R™ und es
gilt Ay = 0. Wéhle einen Skalar A > 0, so dass x = Ay > 0. Dies ist wegen y; = x; = 0 fiir
i ¢ B und x; > 0 fiir i € B moglich. Aus

Alx £ y) =Az £ X (Ay) = Az =b
=0
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erhalten wir z + Ay € L(A,b) und z ist keine Ecke.
< Angenommen, der Vektor x ist keine Ecke. Dann existiert nach Definition ein y # 0 mit
x+y € L(A,b). Wegen

Ar+Ay=05b, Ax—Ay=1>
gilt Ay =0. Aus
r+y>0, t—y>0

erhalten wir: Wenn z; = 0 (oder dquivalent, wenn ¢ ¢ B), dann ist y; = 0. Sei yp der
Vektor, der aus den Werten von y zu Komponenten in B besteht. Es ist also insbesondere
yg # 0, da y # 0. Andererseits ist

0=Ay=Ap-ys

und Ap hat wegen yg # 0 linear abhéngige Spalten. O

Aufgabe 72

Sei P = {x € R"| Az < b} ein Polyeder.

Zeige: v ist eine Ecke von P dann und nur dann, wenn es n linear unabhéngige Zeilen von A gibt, so dass
die Ungleichungen dieser Zeilen im Punkt v als Gleichungen erfiillt sind.




Kapitel 7

Der Simplex-Algorithmus

George Dantzig hat Ende der vierziger Jahre den Simplex-Algorithmus entwickelt. Der
Name leitet sich ab aus der anfanglichen Vermutung, dass das Verfahren nur fiir Simpliceﬂ
geeignet sei. Der Simplex Algorithmus versucht, eine optimale Ecke zu bestimmen, indem
ein Weg von benachbarten Ecken gelaufen wird. Simplex ist ein lokaler Suchalgorithmus
der folgenden Form:

(1) Wihle eine beliebige Ecke x des Losungspolyeders.

neu

(2) Bestimme eine benachbarte Ecke ™" mit niedrigerem Zielwert.

(3) Falls keine existiert, stoppe mit der Ausgabe x. Ansonsten setze x := 2"°" und gehe
zu Schritt (2).

Nach Lemma gibt es eine optimale Ecke, sofern die Losungsmenge nicht-leer ist und
wir den Zielwert nicht beliebig verkleinern konnen. Wir werden sehen, dass der Simplex-
Algorithmus entweder eine optimale Ecke findet oder die beiden Sonderfille erkennt.

Es sei m die Anzahl der Zeilen von A. Wir wollen triviale Falle ausschlielen. Wir fordern
deshalb:

- Es gilt Rang(A) = m. Wenn Rang(A) < m ist, sind Restriktionen tberfliissig oder
es gibt iiberhaupt keine Losung. Wir entfernen gegebenenfalls tiberfliissige Zeilen aus
der Matrix A und die entsprechenden Eintriage im Vektor b.

- Der Losungsraum ist nichtleer.

Um benachbarte Ecken aufzuspiiren, fithren wir den Begriff der ,,Basis“ und der zugehorigen
Losung ein.

Definition 7.1 Eine Menge B C {1,...,n} mit |B| = m heifit Basis, falls Ap regulér und
AR'b > 0 ist. Der Vektor o = (zp,ry) mit zp = Az'b und z = 0 ist die Basislésung zu
B.

'Ein Simplex ist ein n-dimensionales Polytop mit n+1 Ecken. Ein Beispiel ist das Polytop {Z | }_, z; <
1,z > 0}. Ein Simplex ist also ein besonders einfaches Polytop.

133
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Sei x* eine Ecke, also Az* = b und z* > 0 fiir eine m x n-Matrix A. Wir setzen B :=
{7 | #5 > 0} und unterscheiden zwei Félle

Fall 1: Es gilt | B| = m. Wir nennen die Ecke z* nicht-entartet. Wir wissen, dass m Spalten
von Ap linear unabhéngig sind und z* eindeutig durch

- 25 =0 fir j ¢ B und
- Ax* = A =0

bestimmt ist, wobei Ag bzw. z3 aus A (bzw. z*) und B durch Streichen aller Spalten
(Komponenten) entstehen, die nicht zu B gehéren. Die Matrix Ap ist regular und wir
erhalten

- x5 = A" -bund
-y =0

fir N :={1,...,n}\ B. Die Komponenten ¢ € B nennen wir Basis-Komponenten und die
Komponenten i ¢ B nennen wir Nichtbasis-Komponenten. Bezogen auf die x} sprechen wir
von Basis-Variablen und Nicht-Basis- Variablen.

Fall 2: Es gilt |B| < m. In diesem Fall heifit die Ecke entartet. Ergénze die Matrix Ap
durch m — | B| linear unabhéngige Spaltenvektoren der Matrix A zu einer regularen Matrix
Ap:, wobei B’ die Menge der m gewéhlten Spaltenindizes der Matrix A sei. Auch in diesem
Fall ist

- 2% = Az -bund
- SL’}k\y - 0
fir N':={1,...,n}\ B'. Beachte, dass z* in diesem Fall mehreren Basen zugeordnet ist.

Wir fassen zusammen: Eine Losung = € L(A,b) ist genau dann eine Ecke, wenn eine
m-elementige Teilmenge B C {1,...,n}, die Basis, existiert mit

-y =0fir N={1,...,n}\ B,
- Ap ist eine regulare m x m-Matrix,
- l’B:Aglsz

Wir wollen die Begriffe der Ecke, Basis, Basislosung und Degeneration anhand eines Bei-
spiels erlautern.

Beispiel 7.1 Wir betrachten das folgende lineare Programm in kanonischer Form:

minimiere —x; — T, so dass —x; > —1
) 2 -1
—T1 — T > —2

T1,T9 Z 0

Der Losungsraum hat die Form
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0

wobei die Ecke F5 offenbar die optimale Losung ist. Wir fithren Slackvariablen ss, s4, 55 > 0
ein und erhalten

r1+s3 =1
To+85, =1
1+ T9 + Sp = 2.

In der Standardform ist das Problem also die Minimierung von —x1—x9, so dass x1, T2, S3, S4, S5 >
0 und

L1

101 00 T 1

01010 s3 | =11

11001 S4 2

=A S5 =:b

Die Matrix A hat den Rang 3. Da x = (1,0,0,1,1) eine Losung ist und da die Matrix

100
Ag=10 1 0
1 01

reguldr ist, ist x nach Satz eine Ecke, sie entspricht der Ecke F; in der obigen Abbildung.
Auch z = (1,1,0,0,0) ist eine Losung und da die ersten beiden Spalten der Matrix A linear
unabhéngig sind, ist  eine Ecke (sie entspricht der Ecke Fy). Diese Ecke ist entartet, weil
die Anzahl der Entrage ungleich 0 echt kleiner ist als der Rang der Matrix A. Zugeordnete
Basen sind

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}.

Die Ecke z = (1, 1,0,0,0) im R ist der Schnittpunkt der 6 Hyperebenen, die durch folgende
Gleichungen definiert werden

1'1:]_, ZL‘1+JZ2:2, 84:07
1'2:1, 83:0, 85:0.
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Wir konnen eine Ecke im R® als Schnittpunkt von 5 Hyperebenen beschreiben. Durch die
zusatzliche Hyperebene ist die Ecke entartet.

Zuletzt betrachten wir beispielshaft die Indexmenge B = {1,3,4}. Die Matrix Ap ist
regular, denn

1 10
Ag=10 0 1
100

Aber B ist keine Basis, denn die Eigenschaft Az' - b > 0 ist verletzt, da

00 1 1 2
Agt-b=10 =1 |-[1]|=] -1
010 2 1

B entspricht in der obigen Abbildung dem Schnittpunkt (2,0) der Geraden x5 = 0 und
1 + w9 = 2 und liegt aulerhalb des Losungsbereichs.

Eine entartete Ecke im R™ entspricht geometrisch dem Schnittpunkt von mehr als n Hy-
perebenen. In Beispiel haben wir gesehen, dass entartete Ecken mehrere Basen haben
konnen und dass die Zielfunktion fiir diese verschiedenen Basen jeweils den gleichen Wert
hat. Die Gefahr ist, dass wir im Simplex-Algorithmus die Basen der gleichen Ecke zyklisch
durchlaufen, ohne die Ecke zu verlassen und dass damit unser Algorithmus nicht terminiert.
Diese Situtation nennt man Cycling.

Fir eine Basislosung x zur Basis B bezeichne xg, xy, cg, ¢y, Ap, Ay die Einschrankungen
auf Basis- bzw. Nicht-Basis-Komponenten. Fiir jede Losung x gilt:

-clr=choap+ckan,

- A.Q?:AB'$B+AN'.TN,
- Z’B:A]}l'b—Agl'AN'l‘N,
- xg,xy = 0.

Eine Iteration des Simplex-Algorithmus versucht, die gegenwartige Basis B zur Basislosung
x* durch eine neue Basis B™" zu ersetzen, so dass die Basislosung zu B™" mindestens so
gut wie die Basislosungen zu B ist. Zu einer festgewahlten Basis B gilt fiir jede Losung
x € L(A,b)
' x = cg-x3+c%~a:N

= ch- (A;-b—Agl-AN-xN) +ck - an
= ch-Agl-b —|—<c;{,—cg-A§1-AN> TN

—_———

aktueller Zielwert =in
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Um den aktuellen Zielwert zu erniedrigen, betrachten wir den zweiten Summanden. Wir
unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: Es ist ¢; > 0 fiir alle j € N. Dann ist die Basislosung =* zu B bereits optimal,
denn fiir alle x € L(A,b) gilt wegen x > 0

' ar=ch-Agt-b<  ch-AR b +én-an
— —

aktueller Zielwert 20

Wir konnen den aktuellen Zielwert nicht senken!

Fall 2: Es gibt ein j € N mit ¢; < 0. Sei *(\) das Resultat, wenn wir die Nichtbasisvariable
x; der Basislosung z* zu B von 0 auf A € Rg erhohen und die Basisvariablen wie folgt
andern:

‘T*N<)\) = (O? Oa)\a()? 70)T
re(\) = Agt-b— At Ay -2 (). (7.1)
Die Einteilung in Basis- und Nichtbasisvariablen bezieht sich auf die Basis B zur Basislo-
sung z*. Fur jedes A > 0 mit 2;(\) > 0 ist () eine Losung, denn
A-z*(N) = Ap-az(\)+ Ay -ay(N)
Wihle A maximal mit z7(\) > 0. Wegen 2*(0) = z* > 0 ist insbesondere A > 0, aber der
Fall A = 0 kann fiir eine entartete Ecke nicht ausgeschlossen werden. Falls wir A beliebig

grofl wiahlen konnen, ist das Minimum der Zielfunktion nicht nach unten beschrankt und
der minimale Wert ist —oo.

Algorithmus 7.2 Der Simplex-Algorithmus

(1) Gegeben ist eine m x n-Matrix A mit m < n und Rang(A) = m. Weiterhin gegeben
ist ein Vektor b und die Zielfunktion ¢’ - x. Gesucht ist eine Losung z* € L(A,b), so
dass ¢ - 2* = min{cT - x|z € L(A,b)}. Wir setzen voraus, dass L(A,b) # 0 ist.

(2) Beginne an einer Ecke z* mit Basis B.

(3) Sei j die kleinste Komponente in N = {1,...,n} \ B mit der Eigenschaft ¢; < 0.
Wenn es kein solches j gibt, stoppe mit Ausgabe z*.
Kommentar: Unsere Wahl von j wird das Cycling ausschliefen. Existiert kein solches
j, haben wir nach unserer Analyse in Fall 1 eine optimale Losung gefunden.

(4) Wihle A maximal mit z*(\) > 0.

(4a) Wenn A = oo, halte.
Kommentar: Geméfl der Analyse von Fall 2 ist —oo das Infimum.
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(4b) Wenn A > 0, dann gibt es k € B mit z; > 2*(\)y = 0. Setze B = (B \ {k})U{j}
und x* = z*(\).
(4c) Wenn A\ = 0, wihle £ € B minimal mit xj = 0. Setze B = (B \ {k}) U {j}.

(5) Gehe zu Schritt (3).

Wir haben die Schritte (3) und (4a) bereits verifiziert und analysieren jetzt Schritt (4b).
Wir wollen zu einer Ecke mit kleinerem Zielwert tibergehen und erinnern uns an ¢; < 0.
Im Fall (4b) ist A > 0, und wir haben die Zielfunktion um A-¢; senken konnen. Mindestens
eine Komponente k& von z}(\) wird auf 0 herabgesetzt, und wir ersetzen k durch j in der
Basis. Warum ist B™" mit Basislosung x™*" wieder eine Basis?

Es gilt |B™"| = m und 2™" > 0. Zu zeigen ist noch, dass Apgnes regulér ist. Seien Ay, ..., A,
die Spaltenvektoren der Koefffizientenmatrix A. Aus erhalten wir mit Ag - 2% = b:

Ap-25(\) = b—A-A,
= AB{E*B—)\A]

Wir kénnen die beiden Matrix-Vektor-Produkte als Linearkombination der Spaltenvektoren
der Matrix Ap schreiben und erhalten

S wi(A) - A= Ap (N = Ag-aly — N Ay =3k A — A A

i€B 1€B

Aus z5(A\) = 0 und X > 0 folgt:

A=k A+ ¥ Tila— > f”z‘(A).AZ.'
A 1€ B\{k} A 1€B\{k}

Da z} herabgesetzt wurde, ist x} # 0. Da B eine Basis ist und da wir A als Linearkom-
bination der Vektoren in B U {j} \ {k} darstellen kénnen, ist auch B"*" = BU {j} \ {k}
eine Basis mit einer besseren Basislosung.

Schlieflich ist noch die Analyse von Schritt (4c) zu erbringen und wir miissen A = 0
annehmen. (Dieser Fall tritt nur fir entartete Ecken auf.) Der Simplexalgorithmus nimmt
die Komponente j im Austausch mit einer Komponente £ € B zu B hinzu.

Es besteht die bereits oben angesprochene Gefahr des Cycling: Eine Basis wird gewahlt,
die wiederum zur urspriinglichen Ecke gehort und wir verlassen die Ecke nicht mehr. In
[Karl, Kapitel 2.3, Theorem 19], wird gezeigt, dass die Wahl eines kleinsten j € N in Schritt
(3c) garantiert, dass wir irgendwann dennoch die Ecke z* verlassen.

In Schritt (2) des Simplex-Algorithmus’ setzen wir voraus, dass wir eine Ecke z* des Lo-
sungspolyeders kennen. In der Praxis, speziell bei linearen Programmen zu 6konomischen
Problemen, ist hdufig 2* = 0 eine Ecke. Aber der Nullvektor muss keine zuléssige Losung
sein. Um eine Ecke zu einem linearen Programm in Standardform (also Az = b) zu fin-
den, fithren wir Hilfsvariablen r ein und l6sen das folgende lineare Programm mit dem
Simplex-Algorithmus.

minimiere >, r; so dass Az +r=05b, z,r > 0.
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Wir erhalten eine Basislosung dieses Programmes, wenn wir (x,r) := (0,b) wéhlen; ge-
gebenenfalls multipliziere Zeilen von A und Komponenten von b mit —1, um b > 0 zu
garantieren. Dieses Programm hat genau dann das Optimum 0, also » = 0, wenn das
Ausgangsproblem losbar ist. Aus der optimalen Ecke (z,7) = (20,0) des Programms er-
halten wir die Ecke xy zum Ausgangsproblem. Das entsprechende Simplex-Verfahren heif3t
Zwei-Phasen Simplex.

Aufgabe 73

Wir moéchten entscheiden, ob ein gegebenes lineares Ungleichungssystem losbar ist. Sei

Es existiert ein x € R”
_ mxn m
LU ={(Ab) e Z X Z™ | mit Az > b }.
Gegeben sei ein Algorithmus fiir LU mit polynomieller Laufzeit. Gib einen Algorithmus mit polynomieller
Laufzeit an, der das lineare Programmierungsproblem nur mit Hilfe des Algorithmus’ fir LU 16st.
Fazit: Das Losen von linearen Ungleichungen, bzw die Bestimmung irgendeiner Lésung und die lineare
Programmierung sind dquivalente Probleme.

Beispiel 7.2 Wir losen das lineare Programm aus Beispiel mit Hilfe des Simplex-
Algorithmus’. Die Zielfunktion z(x1, x9, S3, S4, S5) = —x1 — 3 besitzt den Koeffizientenvek-
tor

c=(-1,-1,0,0,0)

und ist unter den Nebenbedingungen x4, zs, 53, S4, s5 > 0 sowie unter den Bedingungen

Z1
1 01 00 To 1
010107 s3 |=1]1
11001 S4 2
s N——
=A 5 =:b

zu minimieren, wobei wir die Losungsmenge




140 KAPITEL 7. DER SIMPLEX-ALGORITHMUS

erhalten. Wir beginnnen mit der Ecke z* = (0,0, 1,1,2) und der Basis B = {3,4,5}. Diese
Ecke entspricht dem Nullpunkt in der Abbildung. Es ist ¢! - z* = 0 und

1 00 1 00 10
Ag=[0 1 0|, Ag'=[0 1 0 [ undAy=]0 1 |.
00 1 00 1 11
= (-1, -1).

Wir berechnen éy:
In Schritt (3) wahlen wir j = 1 und dementsprechend ist

- (3)-()-(11))-(10)
(A

o = O
_ o O

1
0
1

—_ O

1
ey = cﬁ—cg-A;ANz(—L —1)—(0, 0, o)-(o
0

|

*

Wir wihlen stets A > 0 maximal mit z5(\) > 0 und erhalten hier A\ = 1. Die dritte
Komponente in 2*(1) ist gleich 0 und B = {1,4, 5} ist die neue Basis. Weiterhin ist

(1

100 1 00 01
Ap 01 0|, As'=[0 10| und Ay={(1 0 ].

1 01 -1 01 10

und als Konsequenz

1 00 1 1
vh=Azb=0 10| |1 ]|=]T1].
-1 0 1 2 1

Die Ecke z* = (1,0,0, 1, 1) entspricht dem Punkt E; in der Abbildung. Es gilt ¢’ -z* = —1
und

iy = ch—ch-AG - Ax
1 00 01
— (—1, 0)—(—1, 0, 0)-(0 1 0)-(1 0
01 10

In Schritt (3) wahlen wir j = 2 und erhalten

* * — A
rp(A) = xB_ABl'AN.<O>
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Wir wéhlen A = 1. Die Komponenten 4 und 5 aus B = {1,4,5} sind in 2*(1) auf 0 gesetzt
und wir wéhlen k£ = 4. B = {1,2,5} ist die neue Basis mit

1 00 1 0 0 10
Ag=10 1 0|, Ag'=[0 1 0 |undAy=]|0 1
111 -1 -1 1 0 0
und es ist
1 0 0 1 1
Agtb=10 1 0 1 |=]1
-1 -1 1 2 0

Die Ecke z* = (1,1,0,0,0) entspricht dem Punkt Es in der Abbildung. Es gilt ¢! -2* = —2.
Wir berechnen éy:

éN = C%—CE'AEI'AN
1 0 0 10
:(o 0)—(—1 1 0)- 0 1 o0]-|o1 :(1 1).
1 -1 1 0 0

Da ¢y > 0, ist die Ecke z* = (1,1,0,0,0) optimal.

Wir fiithren eine stark vereinfachte Laufzeitanalyse des Simplex-Algorithmus’ im worst case
Fall durch. In jeder Iteration miissen wir Matrizen invertieren und multiplizieren, was
offensichtlich effizient gelingt. Daher ist die Laufzeit bis auf einen polynomiellen Faktor
durch die Anzahl der Ecken bestimmt. Da jede Ecke einer Basis, also einer m-elementigen
Teilmenge von {1,...,n} entspricht, gibt es hochstens

() =%

Satz 7.3 Der Simplex-Algorithmus ldst ein lineares Programm mit n Variablen und m <n
Restriktionen in Zeit O(poly(n) - 2").

Ecken.

Der exponentielle Faktor in der Laufzeitschranke des Simplex-Algorithmus’ folgt aus der
Abschétzung der Eckenanzahl des Polyeders. Es kann tatsédchlich 2™ Ecken geben, wie das
Beispiel des n-dimensionalen Wiirfels W, zeigt. Es ist

W, ={zreR"|0<y; <1firi=1,...,n}

W, hat bei n Variablen die 2" Ecken {0, 1}".
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Fir Analysen zur Laufzeit im Average-Case verweisen wir auf [Schi].

V. Klee und G.J. Minty [Klee] zeigen, dass der Simplex-Algorithmus, abhéngig von der Pi-
votstrategie, in exponentiell viele Ecken gezwungen werden kann. (Avis und Chvatal [ACh]
haben das negative Beispiel auf Blands Pivotwahl tibertragen). Die folgende Abbildung
zeigt die Idee des worst-case Polyeders von Klee und Minty (vergleiche [PaSt, Kapitel 8.7]).
Wir verwackeln“ (perturbieren) den Wiirfel geringfiigig, so dass der Simplex-Algorithmus
anstatt direkt vom Startpunkt in die optimale Ecke zu gehen, zunachst eine andere, be-
nachbarte Ecke bevorzugt und anschliefend tiber die iibrigen Ecken zum Optimum gelangt.

€3

X2

In der Praxis haben der Simplex-Algorithmus und seine Varianten aber akzeptable Laufzeit.
So bleibt der Simplex-Algorithmus zum Beispiel der bevorzugte Algorithmus in inkremen-
tellen linearen Programmierproblemen, also Problemen, in denen sukzessive Restriktionen
eingefligt werden. Eine weitere Starke ist die exakte Berechnung des Optimums.

Es ist bisher nicht bekannt, ob zufallige Pivotstrategien zu polynomieller Laufzeit fithren.
Es ist auch nicht ausgeschlossen, dass deterministische Pivotstrategien mit polynomieller
Laufzeit existieren.
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Die Frage, ob Polynomialzeit-Algorithmen fiir die lineare Programmierung existieren, war
bis 1979 offen. Der Durchbruch gelang L.G. Khachiyan [Kar] mit der Ellipsoid-Methode,
dem ersten Polynomialzeit-Verfahren. Der Algorithmus konnte sich jedoch in der Praxis
nicht bewahren.

Aufgabe 74
Betrachte das Problem des Losens linearer Ungleichungssysteme. Es ist ein Punkt im Polyeder

P={zeR"| Ax > b}

zu bestimmen(falls ein solcher existiert). Sei L die Gesamtlinge der Binidrdarstellungen der Eintrage in A
und b.
Zeige, dass das Problem in polynomieller (in L) Zeit losbar ist, wenn folgendes gegeben ist.

e Zu Beginn ist eine konvexe Menge M bekannt, in der die Losungsmenge liegt. Die Menge habe ein
Volumen von hochstens 205,

e P habe ein Volumen von mindestens 1/20("'L).

e Sei x); der Schwerpunkt der Menge M und sei H eine Hyperebene, die xp; enthélt. Desweiteren sei
H* einer der beiden Halbraume zu H. Dann gibt es eine in polynomieller Zeit (sogar in n) laufende
Prozedur, die eine weitere konvexe Menge M’ mit den folgenden Eigenschaften bestimmt:

— M’ enthélt den Schnitt von M mit dem Halbraum H*,

— der Quotient der Volumina von M’ und M ist hichstens 271/ (2n+2)

— und die Prozedur kann wiederum auf die neue konvexe Menge M’ angewandt werden.
FaziT: Da das Problem des Losens linearer Ungleichungen dquivalent zum linearen Programmierungspro-

blem ist, erhilt man mit einem solchen Schema einen Polynomialzeitalgorithmus fiir das lineare Program-
mierungsproblem.

Die Liicke zwischen Theorie und Praxis schloss 1984 M. Karmarkar [Karm)|, auf dessen Al-
gorithmus die Interior-Point-Methode, die wir in Kapitel [§] kennenlernen werden, aufbaut.
Interior-Point-Algorithmen sind dem Simplex-Verfahren vor Allem fiir groffe Programme
iiberlegen, wenn nur eine approximative Losung verlangt wird.

7.1 Vollstandig unimodulare Programme

Lineare Programme haben im Allgemeinen reellwertige Losungen. In wichtigen Fallen, wie
etwa dem Matching Problem fiir bipartite Graphen und dem Flussproblem fiir ganzzahlige
Kapazitéiten sind alle Ecken iiberraschenderweise ganzzahlig. Andererseits ist das Matching
Problem fiir allgemeine Graphen ,bosartig”. Dazu betrachten wir den Graphen
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Ein maximales Matching besteht aus genau einer Kante. Fiir das lineare Programm aus
Beispiel setzen wir
1

T2y = {13y = {23} = 5

und der Vektor = := (l‘{l’g}, T{1,3} l‘{z’g}) ist eine zulassige, aber fiir das Matching Problem

nicht verwertbare Losung mit Wert %
Der Begriff einer vollstandig unimodularen Matrix spielt fiir die Ganzzahligkeit von Ecken
eine wesentliche Rolle.

Definition 7.4 Eine Matrix A heifit vollstindig unimodular, falls det B € {—1,0, 1} fir
jede quadratische Teilmatrix B von A gilt.

Insbesondere hat eine vollstandig unimodulare Matrix nur Eintrage aus {—1,0, 1}, da jeder
Eintrag eine quadratische Teilmatrix ist.

Definition 7.5 Zu einem gerichteten Graphen G = (V, E) definieren wir die Knoten-
Kanten-Inzidenzmatrix A = [ay.¢], . .o Wie folgt

+1 falls e = (v, w) fir ein w € V
aye =14 —1 fallse= (w,v) fir ein w e V
0  sonst.

Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) ist a, . = 1 genau dann, wenn v € e.

In der Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix zu einem gerichteten Graphen steht also in jeder
Spalte genau eine +1 und genau eine —1, die iibrigen Eintrdge sind Null. Fiir ungerichtete
Graphen enthélt jede Spalte genau zwei Einsen und die restlichen Eintrdge sind ebenfalls
Null.

Beispiel 7.3 Wir betrachten den Graphen

®\ @
AN
\
AN
N
N
\.
\

OO,

und erhalten die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix
Lave [ (1,4 [ (3,4) ] (4,2) [ (4,3) ]

1 +1 0 0 0
2 0 0 -1 0
3 0 +1 0 -1
4 -1 -1 +1 +1

Fiir ungerichtete Kanten sind die negativen Eintrdage durch +1 zu ersetzen.
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Aus Satz wird folgen, dass das Polyeder zum Flussproblem wie auch das Polyeder zum
gewichteten Matching Problem fiir bipartite Graphen nur ganzzahlige Ecken hat.

Satz 7.6

(a) Die Knoten-Kanten-Inzidenzmatriz fir einen gerichteten Graphen oder einen unge-
richteten, bipartiten Graphen ist vollstindig unimodular.

(b) Falls die Matriz A vollstindig unimodular und b ein ganzzahliger Vektor ist, haben
die Ecken der Polyeder {x € R" | Ax = b, x > 0} und {x € R* | Ax > b} nur

ganzzahlige Koordinaten.

Aufgabe 75

(a) Zeige, dass die Knoten-Kanten Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen vollstdndig unimodular
ist.

(b) Zeige, dass die Knoten-Kanten Inzidenzmatrix eines bipartiten ungerichteten Graphen vollstindig
unimodular ist.

(c) Beweise Satz (b).

Hinweis: Der Determinantenentwicklungssatz kénnte sich als niitzlich erweisen. Beachte, dass Matrizen mit
linear abhéngigen Zeilen oder Spalten die Determinante 0 besitzen.

Aufgabe 76

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit |V|=n. Das INDEPENDENT SET Problem fragt
nach einer maximalen Knotenmenge W C V| so dass fiir je zwei Knoten v,w € W gilt: {v,w} ¢ E.
Das Problem lésst sich als lineares Programm formulieren, wenn man nur ganzzahlige Losungen zulésst:
Maximiere ) i 2., so dass fiir alle {v,w} € E gilt: z, + z, < 1, sowie z, > 0 fiir jeden Knoten v. Die
unabhéingige Knotenmenge besteht dann aus allen Knoten v mit x,, = 1.

Zeige, dass bei der kanonischen Formulierung von INDEPENDENT SET als lineares Programm nicht-
ganzzahlige Losungen existieren, welche um einen Faktor Q(n) grofier sind als das ganzzahlige Optimum.

Aufgabe 77
Formuliere die folgenden Probleme als lineare Programme.

(a) Das Problem des kiirzesten Pfades zwischen zwei Knoten in einem gegebenen gerichteten und mit
Kantenldngen gewichteten Graphen. Was passiert, wenn man negative Kantengewichte erlaubt?

(b) Gegeben sind m Erzeuger eines Produktes und n Verbraucher, wobei Erzeuger e; von dem Produkt
die Menge a; € N besitzt und Verbraucher v; die Menge b; € N benotigt. Der Transport einer
Einheit des Produktes von e; zu v; verursacht Kosten c; ;. Die Wiinsche aller Verbraucher sollen
bei insgesamt niedrigsten Kosten befriedigt werden.

Warum sind alle Ecken der zu diesen linearen Programmen gehérenden Lésungsriaume ganzzahlig?

Man kann zeigen, dass die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen
genau dann vollstdndig unimodular ist, wenn der Graph bipartit ist. Aus Satz [7.6| (b)
folgt ferner, dass der maximale Fluss in einem Netzwerk mit ganzzahligen Kapazitdaten
ganzzahlig ist. Diese Eigenschaft nennt man auch die Ganzzahligkeitseigenschaft fiir Fliisse.
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Wir haben untersucht, wann die Ecken nur ganzzahlige Koordinaten haben. Warum be-
trachten wir nicht einfach nur ganzzahlige Losungen? Die Bestimmung eines ganzzah-
ligen optimalen Vektors ist ein auflerst schwieriges Problem, wie schon aus der NP-
Vollstandigkeit der 0-1 Programmierung folgt!

Aufgabe 78

(a) Gegeben sei eine beliebige Menge von Vektoren F' C {0,1}". Zeige, dass die konvexe Hiille von F
durch ein System von linearen Ungleichungen charakterisiert werden kann. Hinweis: Beschreibe, wie
ein beliebiger Vektor v € {0, 1}" aus der Menge [0, 1] C R™ durch eine Hyperebene entfernt werden
kann, ohne dass sich nichtganzzahlige Ecke ergeben.

(b) Gegeben sei ein ganzzahliges lineares Programm. Schreibe das Programm als allgemeinenes lineares
Programm (gegebenenfalls mit exponentiell vielen Ungleichungen).

Aufgabe 79

Eine Firma stellt wahrend der Semesterferien Studenten ein, um durch sie Computertageskurse betreuen
zu lassen. Die optimale Planung fiir die kommenden Ferien soll mittels eines linearen Programms erstellt
werden. Dabei sind die folgenden Gegebenheiten relevant:

Fiir jeden angeheuerten Studenten ist zundchst ein Fixbetrag F' zu zahlen, der unabhéngig davon anfillt,
wieviele Kurse der betreffende Student nun wirklich anbietet. Von jedem der N Tage der Semesterferien ist
bekannt, wieviele Kurse die Firma an diesem Tag anbieten muss, diese Nachfragezahlen seien nq,...,ny.
Fiir einen abgehaltenen Kurs erhélt die Firma den Preis P und muss einen Studenten einsetzen, der dafiir
einen Lohn L erhélt. Des weiteren ist vereinbart, dass ein Student, der an zwei aufeinanderfolgenden Tagen
einen Kurs abhilt einen Zuschlag in Hohe von Z erhilt. (Arbeitet ein Student also ¢ Tage in Folge, so
erhalt er dafiir tL + (¢t — 1)Z). Die Firma mochte natiirlich ihren Gewinn maximieren.

Bestimme die Variablen und die linearen Ungleichungen sowie die Zielfunktion fiir diese Aufgabe. Be-
griinde Deinen Ansatz. Warum liefert Deine Implementierung nur ganzzahlige Losungen?

7.2 Dualitat und komplementare Slackness

Wir beginnen mit motivierenden Bemerkungen zum Lemma von Farkas. Wenn ein lineares
Gleichungssystem Ax = b keine Losung hat, ist eine Zeile von den anderen linear abhéngig
und diese spezielle Abhéngigkeit wird vom Vektor b nicht ,eingehalten“: Es gibt ein y mit
y' - A=0und y" - b < 0. Zum Beispiel hat das folgende, lineare Gleichungssystem

3 4 2 T 1
6 12 4 T3 5

keine Lésung und der gesuchte Vektor ist y” = (2,1, —1). Wir mochten eine entsprechende
Aussage fir Polyeder erhalten. Das folgende Resultat geht auf G. Farkas (1894) zuriick.

Satz 7.7 Das Farkas Lemma
Zu einer Matriz A und einem Vektor b ist genau eine der folgenden Aussagen wahr:

(a) Es gibt ein x mit Az =b und x > 0.

(b) Es gibt ein y mit y* - A >0 und y* - b < 0.
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Bevor wir das Lemma von Farkas beweisen, wollen wir die Aussage geometrisch interpre-
tieren und motivieren. Die Spaltenvektoren Ay, ..., A, der Matrix A erzeugen den Kegel

cone(A) = {d x;4; | x1,..., 2, > 0} = {Az | z > 0}
i=1

Das Farkas Lemma besagt, dass entweder der Vektor b in diesem Kegel liegt (Aussage (a))
oder dass eine Hyperebene

Hy::{x]yT-x:OL

existiert, die b und cone(A) strikt trennt (Aussage (b)).

Fall (a) ' Fall (b)

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass sich die Aussagen (a) und (b) gegenseitig ausschlieBen.
Angenommen, es gibt x und y mit Az = b, > 0 sowie y* - A > 0 und y? - b < 0. Wir
erhalten

yT - A-z=y" - b<O.
Wegen y? - A > 0 und x > 0 folgt der Widerspruch, da
yT Az >0.

Es geniigt, die Aussage (b) aus der Voraussetzung herzuleiten, dass es kein x > 0 mit
Ax = b gibt. Wir betrachten die abgeschlossene und konvexeﬂ Menge

K :={Az |z > 0}.

Nach Voraussetzung ist b ¢ K. Sei p der Punkt in K mit kiirzestem Abstand von b.

2 Eine Menge K ist konvex, falls mit z,y € K und p € [0,1] auch p- 2+ (1 — ) -y in K liegt, falls also
die Gerade 7y in K liegt.
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b

Wir behaupten, dass, fiir alle z € K, (z — p)T - (b —p) < 0 gilt. Allgemein gilt fiir zwei
Vektoren v, w
vl w
Z = ——
R IR

und die Behauptung ist, dass der Winkel zwischen z — p und b — p zwischen 90° und 270°
ist. Die Behauptung folgt somit unmittelbar aus der obigen Abbildung.

Wir setzen y := p — b. Da alle Elemente in K die Form Ax mit x > 0 haben, gilt nach den
vorherigen Uberlegungen fiir jeden Vektor z, dass

(Az —p)" - (b—p) <0.

Als erstes zeigen wir, dass y7 - A > 0. Wegen p € K existiert ein w > 0 mit p = A - w und
es ist

0< (Az—p)" -y = (Az — Aw)" -y = (A(x —w))" -y (7.2)
fiir jeden Vektor x > 0. Durch Transponieren erhalten wir
y' Al —w) > 0. (7.3)

Wir wéhlen x := w + e; mit ¢; als i-tem Einheitsvektor. Wegen w > 0 ist auch x > 0 und
wir erhalten aus (7.3) mit x — w = ¢;, dass die i-te Komponente von y* - A gréfier oder
gleich 0 ist und wir haben

yT -A>0
gezeigt. Es ist noch y7 - b < 0 zu zeigen. Es gilt

y b=y lp-y) =y p—y" -y, (74)
da y = p—b. Aus (7.2)) folgt mit z = 0, dass 0 < —p” -y oder Aquivalent y* - p < 0. Wegen
der Voraussetzung b ¢ K und p € K ist y = p — b # 0 und es gilt 47 -y = ||y||> > 0. Wir
erhalten den zweiten Teil der Behauptung aus[7.4] denn

y b=y p—y' -y <0,

—— N
<0 >0
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Analog zeigt man die folgende Variante des Lemmas von Farkas:

Satz 7.8 Zu einer Matriz A und einem Vektor b ist genau eine der folgenden Aussagen
wahr:

(a) Es gibt ein x mit Ax <b.
(b) Es gibt einy >0 mity" - A=0 und y* -b < 0.

In der linearen Programmierung gilt ein tiberraschendes Dualitatsprinzip. Die zur Erlau-
terung wesentlichen Begriffe stellen wir jetzt zusammen.

Definition 7.9 Fur

(P)  minimiere ¢’ -z, sodass A-x =bund z >0

(D) maximiere y” - b, so dass y’ - A <c
ist (P) das primale und (D) das zugehorige duale Programm.

Beispiel 7.4 Wir betrachten das primale lineare Programm (P) aus Beispiel [7.2] d.h. mi-

nimiere ¢! - z unter den Restriktionen Az = b und x > 0, wobei:
-1 1 01
-1 011
c=0 |, AT=]10 0| und bT=(112)
0 010
0 0 01

Das zugehorige duale lineare Programm lautet:

htys < -1
(D) maximiere y; + Y2 + 2ys3, so dass yo +y3 < —1
Y1, 92, Y3 <0

Durch Fallunterscheidung y3 = 0 und y3 < 0 erhélt man, dass y = (—1, —1,0) die optimale
Ecke von (D) mit demselben Zielwert —2 wie im primalen Programm (P) ist.

Wir kénnen sofort eine offensichtliche Beziehung zwischen den Zielfunktionen des primalen
und des dualen Progamms herstellen.

- Wahle einen Vektor y und summiere die Gleichungen gemaf y, d.h. berechne

y' o (A-z)=y" b,
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- Wenn wir y? - A < ¢ fordern, d.h. wenn wir fordern, dass y eine Losung des dualen
Programms ist, dann folgt wegen z > 0

ylob=yT Az <

Der optimale Wert des dualen (Maximierungs-)Programms liegt also stets unterhalb des
Wertes des primalen (Minimierungs-)Programms.

Im Beispiel [7.4)ist das endliche Optimum der Zielfunktionen fiir die primale und die duale
Aufgabe identisch. Diese Eigenschaft gilt allgemein wie J. von Neumann (1947) formuliert
hat und dann von D. Gale, HW. Kuhn und A.W. Tucker (1951) gezeigt wurde.

Satz 7.10 (Dualitiats-Theorem) Sei x eine Lisung des primalen Problems (P) und y
eine Losung des dualen Problems (D), sowie Topt und Yope endliche, optimale Lisungen von
(P) bzw. (D). Dann gilt

(a) "'z >0b" -y
(b) CT " Lopt = bT * Yopt
Figenschaft (a) heifit schwache Dualitit und Eigenschaft (b) starke Dualitdt.

Beweis: Die schwache Dualitidt haben wir bereits nachgewiesen.
Fir (b) gentigt wegen der schwachen Dualitat der Nachweis von

CT * Topt < bT " Yopt (75)

Sei Copt = ¢! - Ty der optimale Zielwert. Angenommen, es gibt kein y mit y* - A < ¢ und
Copt < b" - y. Um das Farkas Lemma anzuwenden, setzen wir:

— AT - c
A= < T ) und b:= ( . )

Es existiert nach Annahme kein Vektor 7 mit A-7 < b. Wir wenden die Variante des Farkas

Lemma [7.8 an und erhalten ein z > 0 mit z¥ - A =0 und z7 - b < 0. Mit anderen Worten,
fir 7 = (2, \)T gilt

(1) z>0und A > 0,

T
(2) (z /\)T-<ile>:OunddamitAz:)\b.
(3) 2T b=2T-c— copt * A < 0 und damit 27 - ¢ < copt - A

Wir treffen eine Fallunterscheidung.
Fall 1: A = 0. Dann ist Az =0, z > 0 und

ztec=c -z<0.
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Also ist auch gy + p - 2 fiir jedes p > 0 eine Losung und z,p ist nicht optimal —
Widerspruch.

Fall 2: A > 0. Wir setzen x = £ und erhalten

A
1
A-I‘:A-(A-Z):);\b:b
sowie
1 .
CT'xch‘izx'(CT'z><cop;\ )\:Copt.

Daher ist x eine Losung des primalen Problems und xp ist nicht optimal — Widerspruch.
OJ

Aufgabe 80

Zwei Personen spielen folgendes Spiel: Jeder wahlt heimlich ein Element aus {1,...,k}. Dann legen beide
ihre Wahl offen. Eine Matrix enthélt an der Stelle 4, j den (positiven oder negativen) Gewinn von Spieler
1 (negative Gewinne werden von Spieler 1 an Spieler 2 gezahlt, positive Gewinne von Spieler 2 an Spieler
1 gezahlt).

Die Spieler diirfen randomisiert wéhlen. Spieler 1 sucht also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche
seinen Gewinn maximiert, Spieler 2 sucht eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche seinen Gewinn maxi-
miert.

Zeige, dafl der optimale erwartete Gewinn von Spieler 1 gleich dem optimalen erwarteten Verlust von
Spieler 2 ist.

Bemerkung 7.1 Der Zusammenhang zwischen primalen und dualen Programmen kann
verallgemeinert werden. Dazu betrachte eine verallgemeinerte Form

(P) minimiere ¢f - z1 + ¢} - xy, so dass Ay -x = by,

As-x>byund z; >0

des primalen Programms. Beachte, dass gemischte Bedingungen vorliegen: Einige Bedin-
gungen entsprechen Gleichungen, die anderen Bedingungen entsprechen Ungleichungen.
Man kann zeigen, dass das duale Programm die Form

(D) maximiere bl -y +bY -4y, so dass  yl - A} <y,
ys - Ay < cound y, >0

hat.

Aufgabe 81
Zeige, dass die Optima fiir (P) und (D) iibereinstimmen.

Die allgemeinen Transformationsregeln sind wie folgt:
- Einer primalen Ungleichung ist eine nicht-negative duale Variable zugeordnet.

- FEiner primalen Gleichung ist eine nicht-vorzeichenbehaftete duale Variable zugeord-
net.
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- Einer primalen nicht-negativen Variablen ist eine duale Ungleichung zugeordnet.

- Einer primalen nicht-vorzeichenbehafteten Variablen ist eine duale Gleichung zuge-
ordnet.

Wir besprechen jetzt den fiir uns wichtigen algorithmischen Aspekt des Dualitdtstheorems.
Angenommen, wir haben eine Losung x fiir das primale Ausgangsproblem

(P) minimiere ¢’ - x, so dass A-z=bund z > 0
und eine Losung y fiir das duale Problem. Dann ist insbesondere fiir Slackvariablen s > 0
y' - A+s=c,
und wir kénnen y durch (y, s) ersetzen. Das duale Problem lautet dann
(D) maximiere y* - b, so dass y* - A+ s =cund s > 0.

Die Dualitdtslicke gibt den Abstand zwischen der Losung x des primalen und der Losung
(y,s) des dualen Problems an:

cd'r—bvly = ax—(Ax)" -y
= a2l .c—aT AT .y
= xT-<c—AT-y)
= 27 s

Wir erhalten als Konsequenz des Dualitéts-Theorems

Satz 7.11 Komplementire Slackness
Sei x eine Losung des primalen Problems (P) und (y, s) eine Losung des dualen Problems
(D). Dann sind dquivalent

(a) Die Losung x ist optimal fir (P) und (y, s) ist optimal fir (D).
(b) 7 -s=0.

(¢) Fir alle i gilt x; - s; = 0.

(d) Aus s; > 0 folgt z; = 0.

Fiir optimale Losungen x und y des primalen, bzw. dualen Programms gilt also: Wenn eine
duale Ungleichung ,Slack“ hat (also wenn s; > 0), ist die entsprechende primale Variable
des Ausgangsproblems gleich 0.

Aufgabe 82

Sei A eine m x n Matrix. Zum primalen Programm P = min{c’ -2 | A-2 = b, > 0} ist D = max{y” - b |
AT .y < ¢} das zugehérige duale Programm. Sei x eine Losung des primalen Problems (P) und y eine
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Losung des dualen Problems (D). Wir wissen (siehe Satz 3.14 im Skript), dass immer ¢ -z > b7 -y gilt.
AuBerdem gilt ¢’ - 2 = bT - y genau dann, wenn (¢! —y7 - A) -2 =0, d.h.

m
> aiyi = ¢ fiir alle j mit z; # 0.
i=1

Sei a > 1 eine reelle Zahl. Statt der obigen komplementéren Slackness-Bedignung nehmen wir die folgenden,
schwicheren Ungleichungen an:

1 m
o ¢ < Zaijyi <g¢j fiir alle j mit ; # 0.
i=1

Zeige, dass dann ¢ -z < a - (b7 - y) gilt. Zeige desweiteren, dass  damit eine a-approximative Losung
des primalen Problems (P) ist.

Aufgabe 83

Die linearen Programme (P) und (D) seien in der Form (P) : min{c’ -2 | A-2 > b, > 0} und in der
Form (D) : max{bT -y | AT -y < ¢, y >0} gegeben.

Zeige, dass fiir eine Losung « von (P) und eine Losung y von (D) gilt:

x ist eine optimale Losung von (P) und y ist eine optimale Losung von (D)
s y'A-z2-0)=0Az2"(c—ATy) =0

Hinweis: Fiihre Slack-Variablen ein.

Aufgabe 84

In den néchsten beiden Aufgaben betrachten wir das Flussproblem. Gegeben ist ein gerichteter Graph
G=(V,E) mit V={1,2,...,n} und eine Funktion k : E — N, die jeder Kante (i, j) € F ihre maximale
ganzzahlige(!) Kapazitat k;; > 0 zuweist. Um die Analyse zu vereinfachen, erweitern wir die Kapazitéts-
funktion k auf alle Paare (4,7) von Knoten: Wir setzen k,; := +oo (damit erhélt (n,1) unbegrenzte
Kapazitat) und setzen k;; := 0 fiir alle anderen Paare (¢, j) ¢ E (insbesondere sind alle k;; = 0.) Ein Fluss
im G ist ebenfalls eine Funktion f, die jedem Paar (i,j) der Knoten den Wert f;; > 0 zuweist und die
folgenden beiden Eigenschaften erfiillt:

1. 0 < fi; < k;; fur alle 4, j (entlang der Paare (i, j), die keine Kanten sind, fliefit kein Fluss und der
Fluss entlang einer Kante darf die Kapazitit der Kante nicht tibersteigen).

2. Fiir jeden Knoten i gilt 37, . fji = >, ; fi; und damit fordern wir Flusserhaltung: Der in i eingehende
Fluss muss ¢ auch wieder verlassen. Im Gegensatz zur Vorlesung fordern wir also Flusserhaltung
auch fir die Quelle 1 und die Senke n.

Das Ziel des Flussproblems ist die Konstruktion eines maximalen Flusses von der Quelle 1 zur Senke n.
Da der Fluss entlang (n,1) wieder zur Quelle 1 zuriickflieBen kann, ist der Betrag des Flusses von 1 zu n
genau fp1. Das entsprechende Programm (mit Slack-Variablen t;;) ist:

(P) maximiere  fu1

sodass  fij +tij = kij fiir alle (i,5) # (n, 1),
> (fij = f3i) =0 fiir alle i und
fij 2 0,ti; 20 fiir alle 1, j.

(a) Zeige, dass der maximale Wert eines Flusses in der neuen Formulierung iibereinstimmt mit dem
maximalen Wert eines Flusses in der Formulierung der Vorlesung.

(b) Das Programm P = max{c! -2 | A-2 =b, x > 0} ist in der Standardform beschrieben.
Bestimme die Matrix A sowie die Vektoren c, x,b.
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Das duale Programm zu max{c’ -z | A-x =b, z > 0} ist min{b? - y | AT -y > c}. Zeige, dass das
duale Programm die folgende Form hat:

(D) minimiere b7 .y = Z(i,j)eE ki;jYij
sodass Y, —y1 >1
Yij+ 4 —y; =20
Yij = 0

(c) Zeige, dass das primale Programm (P) wie auch das duale Programm (D) nur ganzzahlige Ecken
besitzt. Hinweis: Satz 3.7(b) im Skript.

Ein Schnitt in G = (V, E) ist eine Untermenge W C V' der Knoten mit 1 € W und n ¢ W. Sei e(W, W) die
Menge aller Kanten (i,5) € E mit ¢ € W und j € W, also ist e(W, W) die Menge der kreuzenden Kanten.
Die Kapazitit des Schnitts W ist die Gesamtkapazitit

KW):= >k

(3,§) Ee(W,W)
der kreuzenden Kanten.

(d) Sei W ein Schnitt in G. Zeige, dass es einen 0-1 wertigen Vektor yy, gibt, so dass yw eine Losung
fiir das duale Programm (D) mit b7 - yyy = K (W) ist.

(e) Zeige, dass es fir jede Ecke y des dualen Programms (D) einen Schnitt W
mit b7 -y > K(W) gibt. Hinweis: Mit Aufgabe c) konnen wir annehmen, dass y nur ganz-
zahlige Komponenten besitzt.

(f) Stelle eine Beziehung her zwischen dem Wert eines maximalen Flusses und dem Wert eines mini-
malen Schnitts.

Aufgabe 85
G = (V, E) sei ein ungerichteter Graph mit zwei ausgezeichneten Knoten s,t € V. Wir bezeichnen einen
Pfad von s nach t als (s, t)-Pfad.

(a) Zeige: Es gilt:

max{|P| : P ist eine Menge von paarweise kantendisjunkten (s, t)-Pfaden.}
= min{|E*|: E* C EA im Graph (V, E \ E*) existiert kein (s,t)-Pfad.}

(b) Gilt die folgende Gleichheit

max{|P| : P ist eine Menge von paarweise intern knotendisjunkten (s, t)-Pfaden.}
= min{|V*]:V*CV A {s,t}NV* =0 A nach Herausnahme der Knoten
in V* existiert im Graph kein (s, t)-Pfad.},

falls s und ¢ nicht benachbart sind? (Zwei (s, t)-Pfade heiflen intern knotendisjunkt, wenn die Pfade
bis auf die beiden Endpunkte s und ¢ knotendisjunkt sind.)

Hinweis: Die Teile (d)-(f) der vorigen Aufgabe.

Aufgabe 86
Zeige, dass VERTEX COVER fiir bipartite Graphen effizient 16sbar ist. Gilt diese Aussage auch fiir das
gewichtete VERTEX COVER Problem?
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7.3 Primal-duale Algorithmen

Anwendungen der linearen Programmierung sind zeitaufwiandig. Wir betrachten deshalb
die schnelleren primal-dual Algorithmen fiir die Losung linearer Programme. Wir benutzen
die komplementére Slackness (Satz[7.11)), die wir diesmal fiir die folgende Form des primalen
Programms (P) und des dualen Programms (D)

(P) minimiere ¢’ -z, sodass A-z >bund z > 0

(D)  maximiere y” - b, so dass y* - A< cund y >0

formulieren.

Satz 7.12 x und y seien Losungen fir das primale Problem (P) und das duale Problem
(D). Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) x und y sind optimal.
(b) Es gelten primale und duale komplementdre Slackness:

— Primale komplementdre Slackness: Fir alle © ist x; = 0 oder die x; zugeordnete
duale Ungleichung ist exakt erfillt.

— Duale komplementdre Slackness: Fir alle j ist y; = 0 oder die y; zugeordnete
primale Ungleichung ist exakt erfillt.

Ein primal-dualer Approximationsalgorithmus (fiir ¢ > 0) geht wie folgt vor:

(1) Beginne mit x = 0 und der dualen Lésung y = 0. (Der Vektor z = 0 wird im
Allgemeinen keine Losung sein.) Die folgende Invariante gilt somit anfénglich:
(a) y ist eine Losung von (D).

(b) Die primale komplementéare Slackness Bedingung gilt.
(2) Ein Schritt:

— Erhohe eine oder mehrere Komponenten von y bis eine erste duale Ungleichung
exakt erfillt wird; y muss weiterhin eine Losung bleiben.

— Erhohe die zu den exakt erfiillten dualen Ungleichungen gehoérenden z-Komponenten,

um zusatzliche primale Ungleichungen zu erfiillen.

(3) Wiederhole Schritt (2) solange, bis alle primalen Ungleichungen erfiillt sind. Wenn
'z < p- by, dann ist x eine p-approximative Losung, denn b7y < optp.
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7.3.1 VERTEX COVER
Primales und duales Programm fiir VERTEX COVER haben die Form

(P) minimiere Y w, -z,  so dass z, + z, > 1 fir alle Kanten {u,v} € E

ueV
und z, > 0 fir alle Knoten u € V.
(D) maximiere Z Ve,  so dass Z Yo < w, fur alle u € V (7.6)
e€eF z, e={z,u}eE

und y. > 0 fir allee € E.

Wir mochten das Rezept eines primal-dualen Algorithmus umsetzen, indem wir eine duale
Variable 1, solange erhogen bis eine duale Ungleichung exakt erfiillt wird. Wenn e die
Endpunkte {u,v} besitzt, dann taucht y. nur in den Ungleichungen =, _¢, yep ¥e < Wy
und 3, o~z vten Ye < wy, auf. Wird Gleichheit fiir die erste Ungleichung erreicht, erh6hen
wir x, auf eins (fiigen also u zur Knoteniiberdeckung hinzu) und setzen ansonsten x, = 1,
bzw fiigen v zur Knoteniiberdeckung hinzu.

Algorithmus 7.13

(1) Die Eingabe besteht aus dem ungerichteten Graphen G = (V, F) und den Knotenge-
wichten w,, fir v € V.

(2) Beginne mit V/ = ) und dem Vektor y = 0.
(3) Wiederhole solange, bis V' eine Knotentiberdeckung ist:

(3a) Seie = {u,v} eine nicht von V' iiberdeckte Kante. Erhohe y, solange, bis eine der
Ungleichungen 3-, —zu1cpYe < Wy 0der 3o o (pyep Ye < w, mit Gleichheit
erfillt wird.

Kommentar: Die duale Losung bestimmt, welcher der beiden Endpunkte der
nicht iiberdeckten Kante in die Knoteniiberdeckung gelangt.

(3b) Wenn Gleichheit fiir die duale Ungleichung zu u erreicht wurde, dann setze
V' = V'U {u} und ansonsten setze V' =V’ U {v}.

Satz 7.14 Algorithmus ist ein 2-Approximationsalgorithmus.

Beweis: Sei V' die von Algorithmus berechnete Knoteniiberdeckung. Fiir jeden Kno-
ten u € V' gilt 3, 11 u1ep Ye = w, und deshalb ist

Sw,=> D> <> D> Yy =2-> 4y

uev’ ueV’ x, e={z,u}ck veV z, e={z,v}€F ecl

denn y, wird fiir jeden Endpunkt von e einmal gezahlt.
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Aber Y cg ye ist der Wert der dualen Losung und mit dem schwachen Dualitatssatz folgt

> ye < wyal < vet(G)

eclE veV

fir die optimale primale Losung z*. Also gilt

dow, <24y <2-ve*(G)

ueV’ ecFR

und dies war zu zeigen. O

Bemerkung 7.2 Im Local Ratio Ansatz (Algorithmus in Abschnitt haben wir
mit einer beliebigen Kante e = {u,v} begonnen und haben den Endpunkt mit kleinstem
Gewicht in unsere Uberdeckung aufgenommen, das Gewicht des anderen Endpunkts haben
wir um min{w,, w,} erniedrigt.

Was macht Algorithmus anfinglich, wenn wir ebenfalls mit der Kante {u, v} beginnen?
Die Variable y, wird auf min{w,,w,} gesetzt und der Endpunkt mit kleinerem Gewicht
wird ebenfalls in die Uberdeckung aufgenommen. Die einzige Auswirkung der Hochset-
zung von ¥, befindet sich in der Ungleichung fiir den nicht aufgenommen Endpunkt: Die
Hochsetzung von y, ist dquivalent zur Erniedrigung der rechten Seite um min{w,, w, }.
Wenn wir den zweiten Schritt fiir beide Algorithmen verfolgen und davon ausgehen, dass
dieselbe noch nicht tiberdeckte Kante behandelt wird, dann ist die Situation im Vergleich
zum ersten Schritt identisch: Die beiden Algorithmen sind dquivalent!

Tatsdchlich kann man zeigen, dass die Paradigmen , primal-duale Algorithmen* und ,,L.ocal
Ratio Algorithmen*, nach geeigneter Definition der Paradigmen, dquivalent sind [BRO5].

Aufgabe 87

(a) Entwerfe einen primal-dualen Approximationsalgorithmus fiir SET COVER. Hinweis: Betrachte
das duale Programm |7.6)

(b) Zeige, dass der Approximationsfaktor durch f beschrankt ist, wenn jedes Element in hochstens f
Mengen vorkommt.

(c) Konstruiere n Mengen Ti,...,T, mit Gewichten gi,...,gn, so dass der Approximationsfaktor
mindestens Q(n) ist.

7.4 SET COVER

Wir betrachten SET COVER, eine Verallgemeinerung von VERTEX COVER. Gegeben
sind Mengen 711, ...,7,,, wobei die Menge T; das Gewicht g; > 0 besitzt. Wir suchen die
leichteste Uberdeckung des Universums U, T, d.h. eine Indexmenge I mit

Un=UT, (7.7)
i€l i=1

so dass >;c; ¢; minimal unter allen Indexmengen mit Eigenschaft ((7.7)) ist.



158 KAPITEL 7. DER SIMPLEX-ALGORITHMUS

Beispiel 7.5 SET COVER als Ursachenforschung.

Wir beschreiben eine Anwendung von SET COVER im Entwurf von Anti-Viren Software.
Fiir die Virenerkennung moge eine grofle Menge von 3-Byte langen Sequenzen vorliegen, die
nicht in ,,gutem Code* wohl aber in vielen Viren vorkommen. Wir fassen die (bekannten)
Viren als Elemente und jede verdachtige Sequenz als die Menge der Viren auf, in denen
die Sequenz vorkommt.

Das Ziel ist die Erstellung einer Software, die aufgrund des Vorkommens verdéachtiger
Sequenzen lernt, einen vorher nicht bekannten Virus hochwahrscheinlich korrekt voraus-
zusagen. Das wesentliche Problem in diesem Lernprozess ist die grofle Anzahl verdachtiger
Viren: Die enorm grofie Anzahl an Freiheitsgraden, also die ernorm grofie Zahl moglicher
Ursachen, macht ein erfolgreiches Lernen unméglich.

Was wurde gemacht? Eine Uberdeckung aller Viren mit moglichst wenigen verdéchtigen
Sequenzen wurde mit Hilfe von SET COVER bestimmt. (Tatsachlich wurde auch sicherge-
stellt, dass jeder Virus geniigend haufig iiberdeckt wurde.) Das abschlieBende Lernproblem
war machbar, da nur wenige (einige Hundert) verdichtige Sequenzen fiir die Uberdeckung
ausreichten.

Im Folgenden nehmen wir an, dass das Universum |J“, 7; aus genau n Elementen be-
steht. Nach Umbennenung der Elemente kénnen wir sogar fordern, dass das Universum
mit {1,...,n} tbereinstimmt. Den Wert der optimalen Losung bezeichnen wir mit opt.

Algorithmus 7.15 Approximationsalgorithmus fiir SET COVER
(1) Gegeben sind die Mengen T7,...,T,, € {1,...,n} und ihre Gewichte g1, ..., gm-
(2) Setze Uy =0, I =0 und i = 0.
(3) Wiederhole, solange wie U; # {1,...,n}

(3a) | T \ U; | ist die Anzahl noch nicht iiberdeckter Elemente von Tj. Bestimme
eine Menge Tk mit bestem ,,Preis-Leistungsverhaltnis®, d.h. mit

9K — min { gr }
T \Ui| 7 T\ Uil
SET COVER besitzt das primale Programm

opt = minimiere g gk - Tp, so dass Z x> 1 furalle j€{1,...,n} (7.8)
k=1 k, jET},
und z, >0 firk=1,...m.

Das duale Programm hat die Form:

opt = maximiere ) y;, sodass > y; <gp furk=1,...,m,
Jj=1 J€T)
y; >0 firje{l,...,n}
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Das primale Programm heifit ein ,,Uberdeckungsprogramm®, wihrend das duale Programm
ein ,,Packungsprogramm® ist. Die duale Sichtweise zu einer billigsten Uberdeckung mit
gewichteten Mengen ist also eine schwerste Bepackung der Mengen mit Elementen, wobei
jede Menge eine Kapazitatsschranke besitzt, die mit ihrem Gewicht tibereinstimmt.
Offensichtlich berechnet Algorithmus eine Losung fir das primale Programm. Tat-
séchlich wird sogar simultan eine ,fast-legale* Losung y des dualen Programms berechnet.
Wie? Angenommen, das Element j wird erstmalig in der Iteration i(j) und dann durch die
Menge Tj(;) iiberdeckt. Wir weisen dann dem Element j die Uberdeckungskosten

.. Gk(5)
preis(j) = 7
Ty \ Uil
7ZU.

Zwischenbehauptung: Sei H, = >F_, l die kte harmonische Zahl. Dann ist der Vektor

y mit y; = przls(] ) eine Losung des dualen Problems.

(Beweis folgt.) Sei I C {1,...,m} die von Algorlthmusmbestimmte Uberdeckung. Dann

ist
gk(J 9k(j)
Sopreis) = L = 3 S

(J) i€l j=1,k(j)=1 el

Aus der ZWlSChenbehauptung folgt also mit dem schwachen Dualitétssatz

Z Zprels j) < opt

und wir erhalten

> gi= Zprels ) < H, - opt. (7.9)
iel
Beweis der Zwischenbehauptung: Wir konzentrieren uns auf die Menge 7T; und num-
merieren die 7 = |T;| Elemente von T; nach dem Zeitpunkt ihrer Uberdeckung durch
Algorithmus demgeméisB sei T; = {e1, ..., e, }. Wenn Element e; tiberdeckt wird, dann
sind vor der Uberdeckung von e; mindestens r — (j — 1) = r — j + 1 Elemente von T} noch
zu lberdecken.
Algorithmus [7.15] wéhlt stets das beste Preis-Leistungsverhéltnis. Wenn also Element j
zum Zeitpunkt k(j) iiberdeckt wird, gilt

k() gi
preis(j) = < » )
‘Tk(J \U(J’ r—j+1
Also folgt
r 1
> preis(j) < gi- Y, ———— < gi- Hy
JET; j=1 r—17 + 1

und der Vektor y erfiillt die Nebenbedingung >~ y; < g; fiir ein beliebiges i. Also ist y eine
j€T;
Losung des dualen Programms. [l
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Satz 7.16 Algorithmus ist ein effizienter Approximationsalgorithmus fir SET CO-
VER mit Approzimationsfaktor Y7, % <1+ In(n).

Wir zeigen spéter, dass der Greedy-Algorithmus sogar den asymptotisch bestmoglichen
Approximationsfaktor erreicht! Selbst das allgemeine Uberdeckungsproblem

m
opt = minimiere ) g; - x;, so dass A-x > b und x ist ganzzahlig mit x > 0
i=1

kann mit einer etwas komplizierteren Anwendung des Greedy-Algorithmus approximativ
gelost werden. (Es muss A, g, b > 0 gefordert werden und man erhélt den Approximations-

faktor O(In(n)).)

Aufgabe 88
Zeige, dass der Approximationsfaktor des Algorithmus sogar durch

i=1

beschrankt ist, wobei r die Méchtigkeit der grofiten Menge T; ist.

Aufgabe 89

Wir betrachten den Spezialfall VERTEX COVER von SET COVER. Sei also ein Graph G = (V. E)
vorgegeben. Wir wéhlen als Universum E und ordnen jedem Knoten die Menge der zu ihm inzidenten
Kanten zu.

T, ={e€ Elve€e}

Zeige durch die Angabe einer entsprechenden Graphenfamilie, dass Algorithmus 4.7 sogar fir den Spezi-
alfall VERTEX COVER einen Verlustfaktor Q(log(n)) besitzt, wobei n die Zahl der Knoten ist.

Aufgabe 90

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit dreiecksfrei, wenn er keine 3-Clique enthilt, also keine Menge
von drei Knoten besitzt, die alle miteinander verbunden sind.

Wir wollen einen beliebigen ungerichteten Graphen durch das Entfernen einer moglichst kleinen Kanten-
menge dreiecksfrei machen. Gib einen Algorithmus an, der fir dieses Problem In(d — 1) 4 1-approximativ
ist, wenn d > 3 der maximale Grad eines Knoten in G ist.

Wir betrachten jetzt SET COVER unter der Annahme, dass jedes Element in héchstens f
Mengen vorkommt. In diesem Fall erhalten wir eine besonders einfache Losung, wenn wir
zuerst eine optimale Losung z des primalen Programms (7.8)) berechnen und sodann alle

Mengen Ty, mit x; > % in unsere Uberdeckung aufnehmen.

Wir erhalten tatséchlich eine Uberdeckung, denn fiir jedes Element j muss es eine Menge
Ty mit j € T}, und zp > % geben, da natiirlich auch j in hochstens f Mengen vorkommt.
Durch die Rundung wird der Wert der optimalen Losung um den Faktor f vergrossert und
wir erhalten:

Satz 7.17 Wenn jedes Element in hochstens f Mengen vorkommt, dann fihrt der obige
Rundungsprozess zu einem f-approrimativen Algorithmus.

Aufgabe 91
Wir betrachten die folgende Version von SET COVER. Gegeben sind: das Universum X = {1,...,n}
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und nicht-negative Gewichte wy,...,w, > 0 der Elemente von X, ein Mengensystem S von Teilmengen
von X sowie eine natiirliche Zahl k£ > 1. Fiir &’ C S sei w(S’) das Gesamtgewicht der von Mengen in S’
iiberdeckten Elemente. (Beachte, dass diesmal nicht die Mengen, sondern die Elemente gewichtet sind.)
Gesucht ist ein Mengensystem S’ C S, so dass &’ hochstens k Mengen enthélt und w(S’) mazimal unter
allen solchen Mengensystemen &’ C S der Grofie < k ist.
Betrachte den folgenden Greedy-Algorithmus, der in jedem Schritt die “beste” Teilmenge nimmt.
S =0
U:=10
fori=1,...,k do
Bestimme eine Menge S; € S, so dass das Gesamtgewicht w(S; \ U) der neu iiberdeckten Elemente
maximal ist

§':=8U{S;}
U=UU Sl
end for

Seien S, ..., S) die vom Algorithmus gewédhlten Mengen und S} = S; \ (S1U---US;_1) die Menge der im
i-ten Schritt neu iiberdeckten Elemente. Dann ist

W(i)=>_ w(S))
j=1

das Gesamtgewicht der von den ersten ¢ Mengen Sy, ..., S; iiberdeckten Elemente; wir setzen W (0) = 0.
Sei weiterhin w(OPT) das maximale Gesamtgewicht, das fiir ¥ Mengen aus S erreichbar ist.

(a) Zeige, dass fur jedesi=1,...,k

w(OPT) — W (i — 1)

w(S]) > ?

K3

(b) Zeige, dass fiir jedesi =1,...,k
W (i) > a; - w(OPT)

mit o ;=1 — (1 - %)l gilt. Hinweis: Teil (a).
1
k

1
Da ap = 1— (1- )k > 1 — 1 ist der Greedy-Algorithmus damit 1/a; = e/(e — 1) ~ 1.58
approximativ.
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Kapitel 8

Die Interior-Point-Methode von Ye

Der Polynomialzeit-Algorithmus von M. Karmarkar [Karm| aus dem Jahr 1984 hat zur
Entwicklung weiterer verbesserter Interior-Point-Methoden fiir die lineare Programmie-
rung gefithrt. Interior Point Methoden sind Simplex und seinen Varianten vor Allem dann
iiberlegen, wenn grofie Programme gelost werden miissen und gute approximative Losungen
ausreichen. Wéahrend der Simplex-Algorithmus sich von Ecke zu Ecke des Losungspolyeders
bewegt, marschieren Interior-Point-Methoden im Inneren des Losungspolyeders und zwar
in Richtung des Optimums.

Simplex-Methode Interior-Point-Methode

Wir besprechen in diesem Abschnitt einen Algorithmus von Y. Ye [Yel] mit Modifika-
tionen von R.M. Freund [Fre]. Das Verfahren verbessert den Polynomialzeit-Algorithmus
von M. Karmarkar [Karm| und basiert auf einer Potential-Reduktions Methode. Fiir eine
Ubersicht iiber Interior-Point-Methoden in der linearen Programmierung verweisen wir auf
[Van, [Yel].

Wir verzichten bei der Vorstellung von Yes Algorithmus auf vollstandige Beweise und
konzentrieren uns stattdessen auf die Motivation. Der Interior-Point-Algorithmus von Y. Ye
versucht, das primale Ausgangsproblem (P) und das duale Problem (D) simultan zu lésen.
Das primale Programm sei

minimiere ¢’ -z, sodass Ar =b

(P) z >0

163
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mit einer m x n-Matrix A, einem Spaltenvektor b mit m Eintradgen und einem Spaltenvektor
¢ mit n Eintrdgen. Das duale Programm mit den Slackvariablen s ist

) maximiere y? -b, sodass y! -A+s =cT

(D s >0.

Die Variablen z und s haben n Komponenten, wahrend y m Komponenten hat. Wir wollen
im Weiteren triviale Félle ausschlieen. Dazu setzen wir voraus:

- Es gilt Rang(A) = m. Wenn Rang(A) < m ist, sind Restriktionen tberflissig oder
es gibt iiberhaupt keine Losung. Wir entfernen gegebenenfalls tiberfliissige Zeilen aus
der Matrix A und die entsprechenden Eintriage im Vektor b.

- Der Losungsraum besitzt innere Punkte.

Der allgemeine Ansatz des Interior-Point-Verfahrens von Y. Ye benutzt die Potentialfunk-
tion

G(z,s) =q- ln( ) i (8.1)

fiir eine spéter zu bestimmende reelle Zahl q. Wir versuchen in jeder Iteration, das alte
Losungspaar (T, Sag) durch ein neues Losungspaar (ZTyey, Spey) mit

G (ﬁneu, Sneu) < G (xalta Salt)
zu ersetzen. Die zugrundeliegende Motivation ist, einerseits die Dualitéatsliicke zu verrin-
gern, also

T T
Theu * Sneu < Lalt, * Salt

zu erreichen und andererseits einen relativ groffen Abstand vom Rand des Polyeders, ge-
nauer von den Hyperebenen z; = 0 und s; = 0 zu wahren. Die letzte Bedingung wird
erreicht, wenn die , Barriere-Funktion*

ZZ: n (22 5 = In (H e neu)

moglichst grof ist. Warum ist ein moglichst groler Abstand vom Rand zu bewahren? Wir
mochten die Gradientenmethode anwenden, um die Dualitdtsliicke zu minimieren.

Algorithmus 8.1 Der Interior-Point-Algorithmus mit Potential-Reduktion: Die
Grobstruktur

(1) Die Eingabe besteht aus der m x n-Matrix A mit m < n und Rang(A) = m, dem
Vektor b € R™ und der Zielfunktion ¢ - x.
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(2) Wir beginnen mit einer Losung x des primalen Problems und einer Losung (y, s) des
dualen Problems.

(3) Solange die Dualitétsliicke zu gro$ ist, wiederhole

Berechne eine Losung xye, des primalen Problems und (¥neu, Sneu) des dualen
Problems, so dass das Potential gesenkt wird. Mit anderen Worten, fiir die
Potentialfunktion G aus [8.1] gelte

G ('Tneua Sneu) < G (‘/Ealtu Salt) .

Aktualisiere z und s.

8.1 Bestimmung einer Anfangslosung

Bereits eine Implementierung von Schritt (2) ist nicht-trivial, da man zeigen kann, dass
das Auffinden einer Losung bereits so schwierig ist wie das Losen des linearen Programms.
Zuerst dndern wir deshalb das primale und das duale Problem so, dass

(a) Losungen (x,s) > 0 einfach konstruierbar sind und

(b) optimale Losungen fiir die neuen Probleme unmittelbar auf optimale Losungen der
Ausgangsprobleme fiihren.

Der erste Ansatz mit einer Konstanten L und einem beliebigen Vektor xq > 0 definiert das
Minimierungsproblem

minimiere ¢’ -z + L - 2,41, so dass Ax + x4 - (b— Azg) =10
T, Tpr1 > 0.

Wir haben erreicht, dass die Losung (z, z,41) := (20, 1) strikt positiv ist. Da wir simultan
Losungen fiir das primale und duale Problem suchen, verfolgen wir nachstehenden Ansatz
mit Konstanten L, Ly, L3 und Vektoren xzq, sq > O:

minimiere ¢’ - x + Ly - 1,41, 50 dass Az + 2,41 - (b— Axg) =10
(Pneu) (C — S())T -x+ Lg *Tpy2 = LQ
Ty Tn+1; Tn+2 Z 0

Das duale Problem lautet:

maximiere b -y + Ly - Yy, so dass AT -y +ymi1-(c—s9)T +s =c
(b — Al‘o) Y + Sp+1 = L1
L3 Ymi1+ Sny2 =
Sy 8nt1,Sny2 =0

(Dreu)

Der Vektor (x, Zp41, Tpio) mit © = xg, z,01 = 1 und x,,2 > 0 bildet eine strikt positive
Losung des neuen primalen Problems, wahrend der Vektor (y, Yma1, S, Snt1, Sni2) mit y =
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(0,...,0), Yymy1 = 1, s = sp und Sp11, Spt2 > 0 eine Losung des dualen Problems mit strikt
positiven Slackvariablen ist, solange sq strikt positiv gewahlt wird.

Wir haben noch zu untersuchen, ob optimale Losungen des transformierten Problems auf
optimale Losungen des Ausgangsproblems fiihren. Angenommen, wir haben optimale Lo-
sungen

opt ,.opt opt opt , opt opt _opt opt
(37 7$n+1,$n+2) und (y 1 Ym+1:5 7 5 Snt1s Snt2

erhalten. Dann kénnen wir sgﬂ’:l > 0 durch geeignete Wahl der Konstanten L, erzwingen.

Mit der komplementaren Slackness folgt xfjfl = 0 und somit bedingt die erste Restriktion

von (Pyey), dass
Az°Pt = p.

Wir kénnen durch geeignete Wahl der Konstanten Lo und Lg erreichen, dass x%‘fg > () ist.

Aus der komplementaren Slackness folgt SZTQ = 0 und damit ygﬂl = 0. Aus der ersten

Restriktion von (D) folgt deshalb
AT X yopt + Sopt =c

und wir haben eine optimale Losung des (urspriinglichen) dualen Problems gefunden. Ins-
gesamt erhalten wir aus optimalen Losungen fiir die neuen Probleme unmittelbar optimale
Losungen fiir die alten Probleme. Wir konnen also Schritt (2) implementieren.

8.2 Die Iteration

Wir kommen zum wesentlichen Problem. Wie konnen wir die gegenwartigen Losungen
Tare > 0 und (Yax, Sar) (mit s, > 0) verbessern? Wir gehen wie in Algorithmus vor
und erldutern im weiteren die einzelnen Phasen.

Algorithmus 8.2 Grob-Implementierung von Schritt (3)

(1) Skalierung: Wir verandern die Polyeder geringfiigig, um stets denselben Abstand vom
Rand zu gewéhrleisten.

(2) Minimierung: Wende Gradientenabstieg an.

(3) Reskalierung: Gehe zuriick zum Ausgangspolyeder, also zur Situation vor Schritt (1).

Betrachten wir zundchst den Skalierungs- und Reskalierungsschritt. Zur gegenwartigen
Losung x,; wahlen wir die folgende Skalierung:

- (& oz o
skalierung(zy, ..., 2,) = ( 2 galts ooy galt ) . (8.2)
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Insbesondere gilt skalierung(za:) = (1,...,1) und dieser Punkt ist jetzt weit vom Rand
x = 0 entfernt. Fiir die Matrix

L0 0
P

: .0

0O --- 0 xih

gilt skalierung(z) = D - z. Die inverse Matrix zu D ist:

0 ... 0
Dil 0 l'glt
0 0 l.alt

Wenn wir mit den transformierten Variablen arbeiten, aber das urspriingliche Problem
l6sen wollen, dndert sich die Aufgabe. Dazu beachte, dass

Tz=c"(D'Dz)= (D' ¢)" - Dz und
Az=A-D'D-2=(A-D')Dz=1b
Wir haben das primale Problem

) minimiere (D' -¢)" -z, sodass (A-D Y.z =b
r >0

(P skal

zu 16sen. Wir multiplizieren die Gleichungen des dualen Problems mit D~! und erhalten

maximiere b7 -y, so dass (A- D’l)T y+D'-s =D1.¢c
s >0

Dies ist wegen s > 0 < D™ s > 0 dquivalent zum dualen Problem von (Pjy,), ndmlich

maximiere b - sodass (A-D N .y+s =D 1.¢
(D ) Y, ( Y
skal

s >0
Die Skalierung hat also die folgenden Eigenschaften:
- Die primale Losung @, wird auf g, := (1,..., 1) transformiert und liegt im Inneren
des Losungspolyeders.
- Die duale Losung (Yaie, Sae) wird auf (Yxal, Sskal) := (Yarr, D' - Sa15) transformiert.

ikal — Salt . xalt_

i 7

Insbesondere ist s
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- Die Dualitatsliicke ist unverandert, da

n n l.alt n
T _ skal skal __ 7 alt alt) __ alt oalt _ T
Lskal * Sskal = Z Ty S = Z T (xz "8 ) = Z Ly S = Ly Salt-
i=1 i=1 "1 =1

- Der Wert der Potentialfunktion ist unverandert, denn
n

G (Takal, Sokat) = ¢+ In (wg;(al : Sska1> —> In (fﬂfkal : s?kal)
i=1

n xalt
_ T 7 alt alt
= ¢-ln (%lt . salt) —> In o T S
=1

€

= G (xalta Salt) .

Wie sieht die Reskalierung in Schritt (3) aus? Wenn Schritt (2) Zgw durch Zgame, und
(Yskals Sskal) durch (Yskameu, Sskammeu) €rsetzt, ist die Skalierung zurtickzunehmen, indem wir

e -1
- Tpeu = D * Tskalneu und

- (yneuu Sneu) = (yskalnem D - sskalneu>

berechnen. Man tberlege sich, dass durch die Reskalierung das Potential und die Duali-
tatsliicke unverédndert bleiben.

Wir miussen noch das zentrale Problem, ndmlich die Implementierung von Schritt (2) in
Algorithmus l6sen. Wir kiirzen das primale und das duale Problem nach Skalierung
durch

(Paa) minimiere ¢l - ¥, sodass Aga-r =0
skal T Z 0
und
imi b d AL =
maximiere b -y, sodass Ag.-Y+S = Cskal

ab. Unser Ziel ist eine Neuberechnung entweder
- der gegenwértigen Losung Zg von (Piga) (primaler Schritt) oder
- der gegenwértigen Losung (Yskal, Sskal) VOn (Dgkal) (dualer Schritt),

so dass der Wert der Potentialfunktion G verringert wird.
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8.2.1 Gradientenabstieg

An dieser Stelle nutzen wir aus, dass die Losung im Inneren des Losungspolyeders liegt: Wir
konnen die Gradientenmethode einsetzen. Wir berechnen deshalb als nachstes den Gradi-
enten unserer Potentialfunktion G. Mit der Kettenregel und wegen In’(z) = % erhalten wir
firi=(1,...,n)

0G(x,s) S 0(ry-85) =1 d(xj - s;)
ox; N z:: (93(;Z ]2:21 x-S . ox;
. q S5
B xT~s.Si_JJi'8i
et
2Tes

Wir setzen e := (1,...,1) zur Vereinfachung der Notation. Der Gradient der Ableitungen
nach z = (z1,...,x,) an der Stelle (z,s) = (Zskal, Sskal) ISt Wegen g = e daher

q i ¢
g — va (xSkal Sekal) = ( - S kal — 1 ) = ——— * Sgkal — €. 83)
) ) €’ Sgkal ska i=1,....N el . Sskal (

Die Iteration
Tskal = Tskal — n-g

bietet sich zwar an, wird aber im Allgemeinen keine Losung zu (Pi,) finden, da die Re-
striktion Ageal © Tskalneu = Oskal Verletzt sein kann. Unsere Iteration muss daher von der
Form

Tskal 7 Tskal — n-u

fir ein u mit Ag - v = 0 sein, und wir missen den negativen Gradienten auf den Vektor-
raum

Kern(Agga) = {t | Agka1 -0 =0}

projizieren.
40
9 — Yprojektion
/ /
/ /
/ /s
/ s
/ /
/ /s
/ ———— »e s
/ /
/ Yprojektion /

// Kern(Agkar) /
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Wir beachten zur Berechnung der Projektion gprojetion Von g, dass der Orthogonalraum
von Kern(Ag,1) von den Zeilenvektoren Askal Askal = Askal qyufgespannt wird, denn fiir
u € Kern(Aggar) it Agkar - v = 0 und u steht senkrecht auf den Zeilenvektoren der Matrix
Askal'

Kern(Aga)t wird also von den Zeilenvektoren der Matrix Ag aufgespannt, und jeder
Vektor u € Kern(Aga)® ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A% ;. Da
9 — Gprojektion 7 0 orthogonal zu Kern(Ag,) ist, gibt es einen Vektor w mit

Al W = g = Gprojektion- (8.4)
Andererseits ist gprojektion € Kern(Agar) und somit
Agkal * Gprojektion = 0.
Insbesondere gilt daher
Agial * Ala - W = Agiat * (9 = Gprojektion) = Askal - 9- (8.5)

Um den projizierten Gradienten gprojextion Zu bestimmen, 16sen wir die Gleichungssysteme

(8.4) und (8.5)). Aus (8.5) folgt
-1
w = (Askal : Ag—‘kal) ' Askal g
und wir erhalten deshalb aus (8.4))

-1
YGprojektion — g — Ag;(al : (Askal : Aziqal) : Askal - g. (86)

8.2.2 Der primale Schritt

Als neue Losung fiir den primalen Schritt setzen wir:

Tskalneu -— Lskal — * Jprojektion

4'ngrojektion||
Yskalneu -— Yskal und Sskalneu -— Sskal-

Offenbar bleibt Zgamen €ine innere Losung, denn

. Gprojektion,i Z

3
-

Tskalneu,i —
skalneu,i 4 - ||gprojektion||

Eine entscheidende Verringerung des Potentials ist nicht zu erwarten, wenn der negative
Gradient fast orthogonal zu Kern(Agga) ist. Im gegenteiligen Fall erreichen wir jedoch in
einem primalen Schritt eine wesentliche Verringerung des Werts der Potentialfunktion.

Lemma 8.3 Primaler Schritt
Sei || Gprojextion|| > 0, 4. Fiir den primalen Schritt gilt dann

7

G(wskalneua Sskalneu) S G (xskala Sskal) — m
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Beweis: Wegen In (%) =Ina—Inpg und zgy, = e gilt
G<xskalneu7 Sskalneu) - G (67 Sskal>

T n
. ] T Yprojektion * Sskal ] Yprojektion,j
= ¢g-In{e - Sga — —Y In|{1- * Sskal,j
Jj=1

4- ||gprojektion|| 4. ||gprojektion||

—q-1In (eT : Sska1> + i In Sqkal,j

=1

T n
gprojektion " Sskal Yprojektion,j
q'ln<1— )—Eln(l— )
) j:l

4. ||gprojektion|| : (eT * Sskal 4. ||gprojektion||

Wir méchten die Logarithmus-Funktion eliminieren. Wegen

o gk x? 1
m(l—z)=S -2 >_4_ 2.
n( “’),;k—x 21—z
ist fir x < i
222 x? 4< x? 1 <In(1 ) <
—-r— —— = —T — — = —-—r — — - niL—x —X
3 2 37 2 11—z~ -
Also gilt
G(xskalneua Sskalneu) -G (6, Sskal)
< (_q) . g;il);ojektion * Sskal zn: Yprojektion,j zn: 2 (gprojektion,j)2
o 4 - ngrojektionH : (eT : Sska1> j=1 4. ngrojektionH j=1 48 - ngrojektion‘ |2
_ (_q) . gg;ojektion * Sskal + eT ' gprojektion ngrojektion’ ’2
4- ngrojektionH : (eT : Sskal) 4 - ngrojektionH 24 - ngrojektion‘ |2
1 T q * Sskal > 1
4- ngrojekthHH ( eT . Sgial Yprojektion 24

— —g nach (83

Aber es gilt

T

gT * Jprojektion = gT * Jprojektion — (g - gprojektion) * Jprojektion
da g — gprojextion Orthogonal zu Kern(Ag,1) und insbesondere orthogonal zu gprojextion €
Kern(Agga) ist. Es folgt
gT * Jprojektion — gg;ojektion * Jprojektion — ngrojektion‘ ‘2
und wir erhalten wegen der Voraussetzung ||gprojektion|| > 0, 4:
1 -0,4 1 12 5 7

- | |gpr0jektion| ’2
G skalneuy 9skalneu _G » 9ska S — S _ = —— - =
(Feines, St (€ aka) 4 - || gprojektion| Y 4 24 120 " 120 120

und dies war zu zeigen. O
Um dieses Ergebnis einschétzen zu konnen, miissen wir den anfanglichen Wert und den zu
erreichenden Wert der Funktion G kennen.
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8.2.3 Der duale Schritt

Wir behandeln das letzte verbleibende algorithmische Problem: Was soll der Algorithmus
machen, wenn der Gradient g fast orthogonal auf Kern(Agy,) steht, wenn also || gprojektion|| <
0,4 ist?

Statt einer Neuberechnung der Losung = von (Pig,) werden wir in einem dualen Schritt
die Losung (y, Sska1) neuberechnen. Auch dabei wollen wir den Wert der Potentialfunktion
G verringern, indem wir ,in etwa“ in Richtung des negativen Gradienten

1/Sskal,l
q 1/5gka1,2
h = VSG ($skala Sskal) =~ . € — .
€7+ Sgkal :
1/Sskal,n
laufen. Beachte, dass h; = % fir y = 1,..., N ist, und g, h zeigen ,in etwa“ in dieselbe
J

Richtung. Wir miissen aus der alten Losung (Yskal, Sskal) €ine neue Losung (Yskaimeus Sskalneu)
fiir (Dgka1) berechnen. Es muss also insbesondere

T
Askal * Yskalneu T Sskalneu = Cskal
T _
gelten. Wegen Aj,; - Yskal + Sskal = Cskal fOlgt
T
Sskalneu — Sskal — Askal : (yskal - yskalneu) P

und Sgxamen — Sskal iSt stets eine Linearkombination der Spaltenvektoren von AL : Wihle
Sskalneu — Sskal als senkrecht auf Kern(Ag,) stehend. Wenn wir der Methode des Gradien-
tenabstiegs folgen, ist der Gradient h auf den Orthogonalraum Kern(Ag )t zu projizieren.
Stattdessen projizieren wir den Gradienten g auf den Orthogonalraum und weil

9 = g — Jprojektion + YJprojektion sowie
Gprojektion die Projektion von g auf Kern(Ag) ist,

bildet g — gprojektion die Projektion von g auf Kern(Agei)t. Wir setzen

T
- € * Sgkal
Sskalneu — Sskal — q : (g - gprojektion)

und bestimmen ygamen als Losung von
T
Askal * Yskalneu = Cskal — Sskalneu-

Wir wahlen den Skalar % . (eT . sskal>, denn wegen ||gprojektion|| < 0,4 gilt

T
€" * Sgkal

' (6 + gprojektion)

T
o € * Sgkal q
Sskalneu = Sskal — : e

q

und Sgeamen > 0. Auch im dualen Schritt konnen wir den Wert der Potentialfunktion G
vermindern.

* Sgkal — € — gprojektion> =
T. Sskal
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Lemma 8.4 Dualer Schritt
Sei || gprojextion|| < 0,4. Fir die Potentialfunktion G mit ¢ = n + \/n gilt dann
1
G (xskaly Sskalneu> S G (:Cskala Sskal) - 6

Beweis: Fire = (1,...,1) gilt

eT * Sgkalneu - -
G (6, Sskalneu) - G (67 Sskal) =4q- In (l{l) - Z In Sskalneu,j + Z In Sskal,j- (87)

T
€" - Sgkal j=1 j=1

Da die Logarithmus-Funktion konkav ist, folgt

" In Sskal,j - Sskal,j eT * Sskal
—>= <1 —= | =In{——]. .
3 s (z : 9

i=1 =1 " "

Andererseits gilt

n T
] 1 €" * Sgkalneu
Z Il Sgkalneu,j — T+ 10

j=1 n
n T T T
€ " Sska € * Sska €" * Jprojektion,j
- Zln (kl ' [6 + gprojektion,j]> —n-ln <kl . |} + gpjkt’]‘|>
7j=1 q q n
- eT * Jprojektion
- Z In (6 + gprojektion,j) —n-In(1 + —
j=1 n
= (gprojektion j)2 eT * Jprojektion
> rojektion,j — —_— - n— 8.9
z ;<gpjkt J 2.0.6 n (8.9)

Im letzten Schritt haben wir die Abschiatzung

. < In(1 <
> T oa-mlte)se

k

benutzt. Die Abschitzung folgt aus der Entwicklung In(1 + z) = 3372, (—1)*" - =, wenn
man 0 < z < 0,4 fordert. Wegen e’ - Jprojektion = Z?:1 Jprojektion,; €rhalten wir aus

n T n

€ * Sgkalneu 10 2 10 2
> In Sekalnen,; — 1+ In (n > =15 2 orojektiong = 75 * ||9projertion|”
j=1 j=1

Aus der Voraussetzung ||gprojektion|| < 0,4 folgt

- eT * Sskalneu 10 - 42 2
1 skalneu,j7 — 1 - Z T 5 = — L= 8.10
210 Soatnen = 1 n( n 12-10° 15 (8.10)

J=1
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Wir erhalten schlieslich aus (8.7) in Verbindung mit (8.8]) und

6T'Ss alneu GT-Ssa 2
G (67 Sskalneu) -G (6, Sskal) < gq- In <€Tkl +n-ln eTikl 4+ 2

* Sgkal * Sskalneu 15

Wir wenden die Voraussetzung ¢ = n + /n an und erhalten

eT * Sskalneu eT * Sskalneu 2
G (67 Sskalneu) -G (67 Sskad) < (TL + \/ﬁ) -In 6’117 —n-In 6717 +

* Sskal * Sskal 15
T
€ * Sskalneu 2
= n-ln{—— | +—. 8.11
Ja (eT.SSkM) 2 (8.11)
Es ist
T
€ - Sgkal
Sskalneu — q : (6 + gprojektion)

und wegen e’ - e = n, der Voraussetzung ||gprojektion|| < 0,4 sowie der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

[ o < [lull - []ul|
gilt

6T-Sk1 GT'Skl
T ska. T T ska,
€ * Sskalneu — q . (6 et+e - gprOjektion) < q : (n+074 \/ﬁ> .

Wir erhalten aus (8.11) mit ¢ = n + /n:

G (67 Sskalneu) - G (6, Sskal) S \/ﬁ -In (ejﬂq‘?sw) + %

€7 *Sskal

2 6n
Sﬁ_n—i-\/ﬁ
Wegen 207 > 06 — 9 fq]ot die Behaupt d
81 ¥ Un = o 30 108 ptung, denn
4 9 1
G €, Sskalneu -G €, 8skal) L — — —= = ——.
( Kalneu) ( kl)_SO 30 5

und dies war zu zeigen. O
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8.3 Zusammenfassung
Fir die Laufzeitanalyse fithren wir den Begriff der Grofle eines linearen Programms ein.

Definition 8.5 Das lineare Programm min{c’ - z| Az = b, x > 0 } habe nur rationale
Koeffizienten, also A € @™ ", b € @™ und ¢ € @". Die Grofie L des linearen Programms
ist die Gesamtlidnge der Binardarstellung der Eintrdge von A, b und ¢ (wobei jeweils die
Binédrdarstellungen von Zahler und Nenner zu zahlen sind).

Algorithmus 8.6 Der Interior-Point-Algorithmus von Ye.

(1) Die Eingabe besteht aus einer rationalen m x n-Matrix A mit m < n und Rang(A) =
m, einem rationalen Vektor b und der zu minimierende Zielfunktion = — ¢! - z mit
rationalen Koeffizienten. Schliefllich ist noch die Grofle L des linearen Programms
gegeben.

(2) Transformiere das Problem auf (Pyey) und (Dye,). Bestimme eine innere Lésung z(©)
71 (P,ey) und eine innere Losung (y(o), 3(0)) 70 (Dpey) mit G (x(o), 3(0)> =O(y/n-L).
Schlieflich setze ¢ = 0.

(3) WHILE (G (2@, 5%) > —2\/nL) DO

(3a) Setze x,, = 2 und s,y = s
(3b) Skaliere

(3c) Berechne den Gradienten g := V,G (Zskal, Sskal)-
Wenn ||gprojektion|| = 0,4, dann fithre den primalen Schritt durch: Setze

1
Tskalneu = Lgkal — * Jprojektion
4. | |gprojektion| |
Yskalneu = Yskal und Sskalneu -— Sskal-

Ansonsten befinden wir uns im dualen Schritt. Bestimme ygames als Losung von
Askal * Yskalneu = Cskal — Sskalneu- Setze

Tskalneu = Lskal
T
€ * Sgkal

Sskalneu +—  Sskal — q ' (9 - gprojektion) .

(3d) Reskaliere und berechne (1, y(+1) und s+ Setze i =i + 1.

Unsere Analyse war bisher exakt. Fiir die weiteren Betrachtungen geben wir meist nur die
Resultate an und verweisen fiir die Beweise auf die entsprechenden Originalarbeiten. Sei L
die GroBe des linearen Programms. Es gilt:
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(1) Man kann Ly, Lo, L3, zg, So fiir ( wen) UNd (Dyey) so wéhlen, dass fir die inneren
Losungen (9, 50 stets G (x(o) = (\/_ L) gilt.

(2) Wenn G (:v(i), s(i)) < —2y/n - L, ist jede Ecke 2* mit ¢’ - 2* < ¢’ - 2 optimal und
eine solche Ecke kann effizient gefunden werden.

Wir nehmen G ( s(l)) < —2y/n - L an. Beachte, dass wegen
Vi L > G0, 0)
_ _ I (20 . S
= (n++vn) ln(x ) Zln(J j)

Jj=1

o IROKING)
> (n—i—\/ﬁ)-ln(x(l) ~s(1))—n~ln -—

= /n-In (x(i)T : s(i)> +n-lnn
dann

In (x(i)T . s(i)> < 2L —+/n-Inn < =2L

gilt und die Dualititsliicke ist héchstens e~2L: Interior Point Verfahren finden sehr schnell
sehr gute approximative Losungen! Wir fassen unsere Resultate zusammen.

Satz 8.7 Der Interior-Point-Algorithmus lost ein lineares Programm der Grofle L in
n Variablen in Zeit O(n®® - L). Hier nehmen wir an, dass eine arithmetische Operation in
einem Schritt ausfihrbar ist.

Beweis: Wir benotigen O(y/n - L) Iterationen. Jede Iteration gelingt in Zeit O(n?), da nur
Matrixinversionen, Matrizenprodukte und Gleichungssysteme zu berechnen bzw. zu losen
sind. U
Fiir weitere Informationen iiber Interior-Point Verfahren verweisen wir auf [Ye2]. Es ist un-
bekannt, ob es Algorithmen fiir die lineare Programmierung gibt, deren Laufzeit polyomiell
in der Anzahl der Ungleichungen und der Anzahl der Variablen ist, d.h. es ist unbekannt,
ob es ,starke polynomielle® Algorithmen gibt. Dabei zdhlen wir Elementarschritte (Ad-
dition, Multiplikation etc. zweier Zahlen) unabhéngig von der Operandengrofie als eine
Zeiteinheit.



Kapitel 9

Lineare Programmierung und
Approximation

Mit der linearen Programmierung erhalten wir ein méachtiges Werkzeug zur Entwicklung
von Approximationsalgorithmen. Insbesondere, wenn wir ein Minimierungsproblem (bzw.
Maximierungsproblem) P, fiir eine Instanz z approximativ 16sen mochten, bietet sich das
folgende Verfahren an:

(1) Formuliere P, als ein lineares Programm P, mit Integralitdtsbedingungen. Den opti-
malen Wert von P, Wert bezeichnen wir mit opt(PY).

(2) Relaxiere P: Wir erhalten ein lineares Programm P! ohne Integralitatsbedingungen.
(3) Sei z eine optimale Losung von P” und sei opt(P!) der optimale Wert fir P”.

opt(P!) < opt(P.) und opt(P!) ist eine untere (bzw. obere) Schranke fiir P.
(4) ,Runde“ z: Wir erhalten eine integrale Losung x* fir P.

(5) Analysiere den Approximationsfaktor.

Im allgemeinen wird die Relaxierung den optimalen Wert senken. Der Erfolg dieses Ansat-
zes hangt deshalb entscheidend von der Integralitatsliicke

t /
sup 2PEL)
= opt(FY)
ab.
Beispiel 9.1 VERTEX COVER
Wir errinern an die Definition von VERTEX COVER. Fiir einen ungerichteten Graphen
G = (V,E) und Knotengewichte w, suchen wir eine iiberdeckende Knotenmenge V' C

V' mit kleinstem Gewicht. (V' ist iiberdeckend, wenn jede Kante in G mindestens einen
Endpunkt in V' besitzt.)

177
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Das lineare Programm

(P,) minimiere Z Wy - Ty, so dass x, + x, > 1 fir alle {u,v} € £
veV
und x,, € {0,1} fiir alle w € V

beschreibt VERTEX COVER. Wir ersetzen die Integralitatsbedingungen x,, € {0, 1} durch
ihre Relaxierung 0 < x,, < 1 und erhalten das lineare Programm

(P4) minimiere Y w, - x,, so dass z, + z, > 1 fiir alle {u,v} € E
veV
und 0 < gz, <1firalleueV.

Wie grof ist die Integralitédtsliicke mindestens? Betrachte den vollstandigen Graphen V,
mit n Knoten, die alle das Gewicht eins erhalten. Eine minimale Uberdeckung enthélt n— 1
Knoten, die Relaxierung (Fy; ) hingegen besitzt den Vektor z = (0.5,...,0.5) als Lésung.
Also ist

/ —_—
oPt(P‘l//n) > 1:2'(1_1)7
opt(Fy,) n/2 n

und die Integralitédtsliicke kommt zwei beliebig nahe. Wir werden im tiberndchsten Ab-
schnitt sehen, dass geschicktes Runden zum Approximationsfaktor zwei fiihrt; insbesondere
zeigt dies, dass die Integralitatsliicke hochstens zwei betragt.

Wir beginnen mit einer ersten Anwendung der linearen Programmierung, in der wir ohne
Rundung auskommen: Wir bestimmen eine beliebige Ecke x und werden feststellen, dass
yviele“ Komponenten von x ganzahlig sind.

9.1 Scheduling fiir nicht-identische Maschinen

Die Menge A = {1,...,n} von n Aufgaben und die Menge M = {1,...,m} der Maschinen
ist gegeben. Wir nehmen an, dass die Maschinen nicht korreliert sind, und dementsprechend
haben Aufgaben unterschiedliche Laufzeiten auf den jeweiligen Maschinen: Insbesondere
sei t/ die Laufzeit von Aufgabe i auf Maschine ;.

Mit dem folgenden 0-1 Programm kénnen wir die Mininmierung des Makespans ausdriicken:

minimiere ¢, so dass Z z;; = 1 fir alle Aufgaben i € A,
jEM
S "t -2, ; <t fiir alle Maschinen j € M und x;; € {0,1}.
€A

Eine Losung mit z; ; = 1 impliziert, dass Aufgabe A; auf Maschine j auszufiihren ist. Die
Relaxierung, also die Ersetzung von z;; € {0,1} durch 0 < z;; < 1, erlaubt leider, dass
eine Aufgabe iiber verschiedene Maschinen verteilt werden kann. Insbesondere wird die
Relaxierung fiir eine Aufgabe mit den Laufzeiten ¢} = t2 = --- = " = ¢ die Laufzeit
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% liefern, wahrend ¢ natiirlich das tatsédchlich erreichbare Optimum darstellt. Fiir eine
grofle Zahl von Maschinen wird die Relaxierung also die ,Realitat“ zu stark verzerren.
Stattdessen betrachten wir fiir einen Parameter T und die Menge Pp = { (i,7) |t} < T}
das Ungleichungssystem

> x;; = 1 fiir alle Aufgaben i € A,
JEM mit (i,j)€Pr
> tl x;; < T fir alle Maschinen j € M und
€A mit (4,5)€Pr
x;; > 0 furalle (4,5) € Pr.

In unseren neuen Restriktionen fordern wir also implizit fiir jede Maschine j, dass j in
Zeit T nur Aufgaben erledigen kann, fir die j individuell hochstens Zeit T' benotigt. Wir
bestimmen 7' durch eine bindre Suche auf dem Intervall [0, 3", ; t/], indem wir nach dem
kleinsten T' suchen fiir das das lineare Programm zu T losbar ist. Beachte, dass dann
T < opt gilt, wobei opt der optimale Makespan ist.

Die Matrix des Ungleichungssystems besitzt maximalen Rang. Wir besitzen genau die | Pr|
vielen Variablen x; ; und erhalten Ecken, indem wir | Pr| viele Ungleichungen exakt erfiillen.
Genau | Pr| viele Ungleichungen sind von der Form z; ; > 0, n Ungleichungen fordern, dass
alle Aufgaben ausgefiihrt werden und m Ungleichungen erzwingen, dass keine Maschine
mehr als Zeit T benotigt. In einer Ecke miissen also mindestens | Pr| —n—m Ungleichungen
x;; > 0 exakt erfiillt werden. Als Konsequenz:

Eine Ecke des Polytops besitzt hochstens n+m von Null verschiedene Komponenten.

Wir bestimmen zuerst eine Ecke 27 fiir das gerade bestimmte 7' und konstruieren eine
Ausfithrungsfolge aus x. Insbesondere definieren wir den bipartiten Graphen G = (A U
M, FE) mit Kantenmenge E = { (i,7) | xZTJ # 0 }. Die Menge A aller Aufgaben zerfillt in
die integralen Aufgaben, also Aufgaben ¢ mit x; ; = 1 fiir ein j, und in die Menge Ap der
fraktionalen Aufgaben. Wir bezeichnen den durch Ap U M induzierten Teilgraph von G
mit H. Beachte, dass (i, j) genau dann eine Kante von H ist, wenn 0 < x;[] < 1. Weiterhin
erhalt man H aus GG, indem man alle integralen Aufgaben i aus G entfernt.

Wir werden zeigen, dass H ein perfektes Matching besitzt. Dementsprechend kénnen wir
in einer ersten Phase die integralen Aufgaben gemifi den Vorgaben von z? ausfiihren
und sodann in einer zweiten Phase die verbleibenden Aufgaben, dem perfekten Matching
folgend, ausfithren. Das perfekte Matching belastet aber jede Maschine hochstens einmal
und der Makespan der zweiten Phase ist sicherlich durch den optimalen Makespan opt
beschrénkt. Aber auch der Makespan der ersten Phase ist durch den optimalen Makespan
beschrankt: Es ist T < opt und damit kénnen insbesondere alle integralen Aufgaben im
Makespan hochstens opt ausgefiihrt werden. Wir erhalten also einen 2-approximativen
Algorithmus. Warum aber besitzt H ein perfektes Matching?

Lemma 9.1
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(a) Jede Zusammenhangskomponente von G ist ein Pseudobaum, besitzt also hichstens
so viele Kanten wie Knoten.

(b) Der Graph H besitzt ein perfektes Matching.

Beweis (a): Sei z die gefundene Ecke. Wir betrachten eine Zusammenhangskomponente
Z von G sowie das auf die Kanten von Z eingeschrinkte Ungleichungssystem. Die Ecke 7
zerfillt dann in den Vektor 2% der Kanten von Z und den Vektor y% der restlichen Kanten.
Wir behaupten, dass z%, eine Ecke des eingeschriankten Ungleichungssystems ist. Ist dies
nicht der Fall, dann ist sowohl 2L — u wie auch 2% + u eine Lésung und damit sind aber
auch (z5 — u,y%) und (27 + u,y}) Lésungen des vollstindigen Ungleichungssystems und
2T = (2L, y)) ist keine Ecke.

Also ist 2% eine Ecke des eingeschrinkten Ungleichungssystems und wir kénnen die zen-
trale Beobachtung auf das eingeschrankte Ungleichungssystem anwenden: Die Anzahl der
Kanten von Z, also die Anzahl der von Null verschiedenen Komponenten von %, ist durch
die Anzahl der Knoten beschrénkt!

(b) Beachte, dass eine integrale Aufgabe nur die Kante zu ,ihrer“ Maschine in G besitzt.
Also erhalt man H aus G, indem man genau so viele Knoten wie Kanten aus G entfernt:
Die Zusammenhangskomponenten von H bleiben Pseudobaume.

Wie sehen die Pseudobaume aus? Jede Aufgabe wird auf mindestens zwei Maschinen ver-
teilt und besitzt deshalb mindestens zwei Kanten. Also entsprechen die Bléatter bestimmten
Maschinen. Wir konnen also in einer ersten Phase alle ,,Blatt-Maschinen* mit ihren ,,Vater-
Aufgaben®“ matchen und die Kanten des partiellen Matchings mitsamt ihren Endpunkten
entfernen. In der zweiten und folgenden Phasen wiederholen wir dieses Vorgehen. Wenn
keine Blédtter mehr vorhanden sind, dann ist der Pseudobaum entweder leer oder wir sind
auf den einzigen Zyklus gestoflen.

G und damit auch H ist ein bipartiter Graph und damit ist auch jeder Pseudobaum bipartit
und besitzt nur Kreise gerader Lange. Wir erhalten deshalb ein perfektes Matching, wenn
wir jede zweite Kante des Kreises zu unserem Matching hinzufiigen. U

Wir werden also auf den folgenden Algorithmus gefiihrt.

Algorithmus 9.2 Scheduling fiir unkorrelierte Maschinen.

(1) Bestimme einen optimalen Parameter T' durch bindre Suche. Sei 27 eine Ecke.
(2) Fiihre zuerst alle integralen Aufgaben gemafl = aus.

(3) Bestimme ein perfektes Matching mit dem Verfahren des Beweises von Lemma
(a) und fithre die verbleibenden Aufgaben nach diesem Matching aus.

Satz 9.3 Algorithmus[9.9 erreicht den Approximationsfaktor 2 fir das Scheduling Problem
fuir nicht-identische Maschinen.

Wenn P # NP kann gezeigt werden, dass effiziente Algorithmen einen Approximations-
faktor kleiner als 3/2 nicht erreichen.
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Unsere Analyse lisst sich nicht verbessern. Dazu wihlen wir bei m Maschinen m? —m + 1
Aufgaben, die bis auf die erste Aufgabe auf allen Maschinen in einem Schritt ausfithrbar
sind. Die erste Aufgabe bendtige auf jeder Maschine Laufzeit m. Wir kénnen Makespan
m erreichen, wenn wir die erste Aufgabe der ersten Maschine geben und die restlichen
m? —m = (m —1)-m Aufgaben auf die restlichen m — 1 Maschinen gleichméfig verteilen.
Aber wir erhalten auch eine sehr argerliche Ecke, wenn wir den Bruchteil % der ersten
Aufgabe auf jede der Maschinen verteilen und ansonsten jeweils m — 1 kurze Aufgaben pro
Maschine ausfiithren lassen.

Die Ausfithrung der (kurzen) integralen Aufgaben hélt jede Maschine bis zum Zeitpunkt
m—1 beschaftigt, die Ausfiihrung der fraktionalen Aufgabe fiihrt auf den Makespan 2-m—1.

9.2 Approximation durch Rundung

Wir verfolgen den zu Beginn des Kapitels beschriebenen Ansatz weiter und approximieren
ein Optimierungsproblem P, durch ein relaxiertes lineares Programm P!. Wie erhalten wir
eine Losung x* des urspriinglichen Problems P, aus der optimalen, fraktionalen Losung
x fiir P? Wir besprechen zwei Ansétze, namlich deterministisches und randomisiertes
Runden.

9.2.1 VERTEX COVER

Wir beginnen mit einem kombinatorischen Algorithmus fiir den ungewichteten Fall.

Algorithmus 9.4
(1) Die Eingabe besteht aus einem ungerichteten Graphen G = (V, E).
(2) Setze M := (). WHILE (E # 0) DO
Wihle eine Kante e € E und fiige e zu M hinzu.
Entferne alle Kanten aus F, die einen Endpunkt mit e gemeinsam haben.

(3) Gib die Knotenmenge V' = {v € V' | v ist Endpunkt einer Kante in M } aus.

Satz 9.5 Algorithmus[9.4) ist ein 2-Approximationsalgorithmus fir VERTEX COVER mit
identischen Knotengewichten.

Beweis: Sei ve(G) die minimale Grésse einer tiberdeckenden Knotenmenge V. Offensicht-
lich haben keine zwei Kanten aus M einen gemeinsamen Endpunkt und M is deshalb ein
Matching. Jede tiberdeckende Knotenmenge muss aber dann mindestens einen Endpunkt
fir jede Kante aus M besitzen. Also ist

|M| < ve(G).
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Andererseits ist das Matching M nicht erweiterbar, und damit hat jede Kante e € E einen
Endpunkt mit einer Kante aus M gemeinsam, d.h. der Algorithmus findet eine tiberde-
ckende Knotenmenge V' der Grofle

V'[=2-|M| <2 ve(G).
Wir haben damit eine 2-approximative Losung erhalten. O

Bemerkung 9.1 Natiirlich stellt sich die Frage, ob Algorithmus eine bessere Approxi-
mationskonstante besitzt. Leider ist die Antwort negativ: Der vollstandige bipartite Graph
mit n Knoten ,,auf jeder Seite“ besitzt natiirlich eine tiberdeckende Knotenmenge der Gros-
se n, aber Algorithmus wird alle 2 - n Knoten als Uberdeckung ermitteln.

Fiir den allgemeinen Fall beliebiger nichtnegativer Gewichtungen greifen wir die lineare
Relaxierung aus Beispiel wieder auf, betrachten also das lineare Programm

minimiere Y w, - Ty, so dass z, + x, > 1 fiir alle {u,v} € £ (9.1)
veV
und z, > 0 fir alle uw € V.

Sei z* eine optimale Losung und sei ve*(G) das minimale Gewicht einer iiberdeckenden
Knotenmenge V’. Dann ist

Z w, -z < ve'(G),

veV
denn fur die optimale tiberdeckenden Knotenmenge V' C V' ist der Inzidenzvektor 2V mit
/ ]- V, . - . . ’
V= 0 ;Jois ; ’ eine Losung des linearen Programms und es ist 3" ,cy w,-x) = ve*(G).

Da z* im allgemeinen ein reellwertiger Vektor ist, runden wir x*, um eine iiberdeckende
Knotennmenge zu erhalten. Wir setzen also

—_

Vi={veV]z>=}

]

V" ist tatsichlich eine iiberdeckende Knotenmenge, denn fiir jede Kante {u,v} € E ist die
Ungleichung z; + x; > 1 erfiillt und damit folgt =} > % oder z} > % Andererseits ist

dwy, <) 2wy -z <2-ve*(G),

veV’! veV

denn z > 3 fiir v € V', und wir haben eine 2-approximative Losung erhalten.

1
2
Satz 9.6 Das gewichtete VERTEX COVER Problem kann mit Approzimationsfaktor 2
effizient geldst werden.

Wir haben jetzt ,zwei Waffen* in unserem Arsenal, da der Local Ratio Algorithmus
ebenfalls den Approximationsfaktor zwei erreicht. Vom Standpunkt der Laufzeit ist Algo-
rithmus sogar vorzuziehen.

Wir kénnen relativ genaue Aussagen iiber das Polytop des Minimierungsproblems
machen.
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Lemma 9.7 Wenn x eine Ecke des Polytops zu ist, dann ist x € {0, %, 1}*.
(Leider tritt also der gefihrliche Fall x; = % Shaufig” auf.)

Beweis: Sei x eine Losung von . Wir nehmen an, dass x ¢ {0, %, 1}* und miissen
zeigen, dass es einen Vektor y gibt, so dass sowohl x + y wie auch = — y Losungen sind.
Fiir die Konstruktion von y betrachten wir die Positionen, die Werte ausserhalb der Menge
{0, 3,1} annehmen. Insbesondere setzen wir
. 1 1
]<:{2|0<xi<§} und I>:{Z|§<ZL‘Z'<1}

und definieren den Vektor y komponentenweise durch

e 1€l
0 sonst.

Wie ist die positive reelle Zahl € zu wahlen? Zuerst wahle € > 0 so klein, dass sowohl x —y
wie auch x + y nur nicht-negative Komponenten besitzen. Weiterhin miissen wir fiir jede
Kante {u,v} € F garantieren, dass (z, + y,) + (z, £ y,) > 1.

Wenn z, + x, > 1, dann ist die Garantie durch eine moglicherweise zusétzliche Verklei-
nerung von ¢ problemlos moglich. Ansonsten ist x, + x, = 1 mit den vier Moglichkeiten
z, = 1,2z, = 0 oder z, = 0,2, = 1 oder x, = % =1z, oder o.B.dA. v e I und v € I..
Wir missen nur den letzten Fall behandeln, da in allen anderen Féllen z,,z, € {0, %, 1}
gilt. Aber im letzten Fall ist y, + y, = 0 und (z, £ y,) + (v, £ y,) = 1 folgt. O

9.2.2 SET COVER

Die Teilmengen T, ...,T,, € {1,...,n} sind gegeben, wobei Teilmenge T; das Gewicht g;
besitzt. Wir miissen eine leichteste Uberdeckung des Universums {1,...,n} bestimmen.
Wir erinnern an die Relaxierung

opt = minimiere g: gk * Tk, so dass Z x> 1 furalle j e {1,...,n} (9.2
k=1 k, j€T
und z, >0 firk=1,...m.

von SET COVER aus Abschnitt Sei x eine optimale Losung von ([9.2))

Aufgabe 92
Zeige, dass es alles Andere als eine gute Idee ist, wenn alle positiven Komponenten der optimalen primalen
Losung x nach 1 aufgerundet werden.

Was ist von der Idee des randomisierten Rundens zu halten, also der Idee, die Menge
T; mit Wahrscheinlichkeit x; in die Uberdeckung zu iibernehmen? Sehr viel, wie wir gleich
feststellen werden!

Zuerst betrachten wir das erwartete Gewicht E, der berechneten Uberdeckung und erhalten

E, = Zgi - prob[ T; wird gewahlt | = Zgi - x; < opt.

i=1 =1
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Als néachstes muss uns interessieren mit welcher Mindestwahrscheinlichkeit ein fixiertes
Element j iiberdeckt wird. Angenommen, j kommt in den ersten k£ Mengen, aber nicht in
den verbleibenden m — k& Mengen vor. Dann ist

k
in Z ]-7

1=1

denn die fraktionale Lésung muss j fraktional iiberdecken. Also folgt]

1
prob[ j wird nicht iiberdeckt | < (1 — E)k < ek < el

Aufgabe 93
Unabhéngige Ereignisse Fj, . .., Ey, mogen mit den Wahrscheinlichkeiten py, . . ., p eintreten, wobei Zle pi >
1 gelte. Zeige

1
prob] kein Ereignis tritt ein | < (1 — %)k

Um eine vollstindige Uberdeckung zu erhalten, wiederholen wir die zufillige Wahl K =
1 4+ Inn mal und erhalten

1
prob[ j wird nach K Versuchen nicht tiberdeckt | < e K < o
n

Andererseits ist

prob[ nach K Versuchen wird mindestens ein Element nicht iiberdeckt |

1
< n-prob[ Element 1 wird nach K Versuchen nicht iiberdeckt | < 3

Satz 9.8 Mit Wahrscheinlichkeit mindestens % erhalten wir durch randomisiertes Runden
eine vollstindige Uberdeckung mit Gewicht hichstens opt - (1 +Inn).

9.2.3 Ein Routing Problem

Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V| E) und ausgezeichnete Knoten s1, ..., s, und
ty,...,t.. Das Ziel ist die Bestimmung von Wegen P, ..., P,, so dass

- P; im Knoten s; beginnt und im Knoten ¢; endet und

- so dass die maximale Belastung

max { Anzahl der Wege P, die iiber die Kante e laufen }

einer Kante moglichst klein ist.

IBsist e~ /(177 <1 — g < e 7,
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Dieses Routingproblem tritt in Rechnernetzen auf, wenn Nachrichten zwischen Rechnern
des Netzes auszutauschen sind: Natiirlich sind die Nachrichten so zu ,,routen®, dass die Be-
lastung der direkten Rechnerverbindungen moéglichst klein ist. Wir werden dieses Problem
mit der Methode des randomisierten Rundens approximativ losen.

Fiir eine Formulierung als ganzahliges lineares Programm verwenden wir die 0-1 wertigen
Variablen z;(e) fir 1 < i < r und e € E. Insbesondere soll z;(e) genau dann den Wert 1
annehmen, wenn P; iiber die Kante e lauft. Ein Pfad P; wird dann fiir jedes v € V' durch
die Bedingungen

1 V=
Yo zilvw) = > mm(ww) =8 -1 v=¢
w,(v,w)eE w,(wv)eE 0 sonst

,beschrieben*: Wenn ein Pfad tiber den Knoten v als inneren Knoten lauft, dann geschieht
dies iiber die beiden Kanten (w,v) und (v, w’). Die obige Bedingung ist also stets erfiillt,
solange x;(u,w) = 1 genau dann gilt, wenn die Kante (u,w) von P; durchlaufen wird.

Sei B; die entsprechende Menge der Bedingungen. Das 0-1 Programm hat dann die Form

minimiere W, so dass  die Bedingungen B; fiir 1 = 1,...,r gelten, (9.3)

> zi(v,w) < W, und z;(v,w) € {0,1} ist far
i=1

i=1,...,r und alle Kanten (v,w) € E erfillt.

Unser Approximationsalgorithmus wird in seinem ersten Schritt die Relaxierung von ((9.3])
exakt 16sen und fraktionale Werte x(v,w) bestimmen. Wir fixieren ¢ und betrachten den
Graphen G} = (V| E), der aus allen Kanten e € E mit x (v, w) > 0 besteht.

Die Bedingungen B; fordern einen ,Fluss® vom Wert 1 von s; nach ¢; im Graphen G.
Dementsprechend besitzt G} einen Weg von s; nach ¢; und wir konnen einen ersten Weg
P,y von s; nach t; bestimmen. Wenn «; ; der minimale Wert z}(e) einer Kante e von P,
ist, dann reduzieren wir den Wert z}(e) einer jeden Kante e von P;; um «;;. Wir fithren
sodann eine Neuberechnung von G} durch und beachten, dass die Bedingungen B; jetzt
einen Fluss vom Wert 1 — ;3 von s; nach ¢; im Graphen G garantieren. Also konnen
wir auch jetzt, a;; < 1 vorausgesetzt, einen Weg P, » und sein zugehoriges ,,Gewicht® o o
bestimmen.

Dieses Verfahren wird solange wiederholt bis es keinen Weg von s; nach ¢; mehr gibt.
Beachte, dass wir in jeder Iteration mindestens eine Kante entfernen: Wir fithren hochstens
|E| viele Iterationen durch.

Algorithmus 9.9 Routing durch randomisiertes Runden.

(1) Lose die Relaxierung von (9.3) und bestimme die optimalen fraktionalen Werte
xf (v, w).

(2) ,Zerlege* die fraktionale Losung in die Wege P, 1, P, o, ... und bestimme die zugeho-
rigen Gewichte o1, 9, .. ..
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Kommentar: Wir konnen die Gewichte «;; als Wahrscheinlichkeiten auffassen, da
stets a; ; > 0 und }°; i ; = 1 gilt. Desweiteren ist

> ai; <z (v, w). (9.4)

J,(v,w) liegt auf P; ;

(3) Bestimme die Wege P; zuféllig, wobei P, = P, ; mit Wahrscheinlichkeit «; ; gewéhlt
wird.

Wir kommen zur Analyse von Algorithmus [9.9) Zuerst fixieren wir eine Kante e = (v, w)
von (. Sei X; die bindre Zufallsvariable mit X; = 1 genau dann, wenn e auf dem Weg
P; liegt. Dann ist W(v,w) = >7_, X; die Belastung der Kante (v,w). Wie grof§ ist die
erwartete Belastung W (v, w) der Kante (v, w)? Es ist

p; =prob[ X; =1] = > Qi j

J,(v,w) liegt auf P; ;b

die Wahrscheinlichkeit, dass (v, w) auf dem Weg P; liegt. Wir erinnern uns daran, dass
damit p; < x7(v,w) folgt. Wenn also W* der optimale Wert einer fraktionalen Losung fiir
(9.3) und W, der optimale Wert einer integralen Losung ist, dann erhalten wir

E[W(v,w) ] = sz' < me(v,w) < W™ < Wopt.
i=1 i=1
An dieser Stelle kénnen wir bereits Hoffnung schopfen, denn zumindest fiir die Kante (v, w)
ist das erwartete Verhalten unseres Vorgehens so gut wie der optimale fraktionale Wert!
Allerdings besteht die Gefahr, dass der Erwartungswert der mazimalen Belastung grof ist.
Die Chernoff Schranke aus Lemma weist nach, dass eine Summe unabhéngiger, bi-
narer Zufallsvariablen nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit wesentlich grofer als ihr
Erwartungswert ist. Wir wenden die Chernoff Schranke an und erhalten die Abschéatzung

prob[ W (v,w) > (1 + 8) - Wop | < e~ Wopt82/3

| 3-In(n?/e)
ﬁ B Wopt

prob[ max W(v,w) > (1+ ) Wepe] < Y. prob[ W(v,w) > (14 ) - Wop |

Wir setzen

und erhalten

(v,w)eEE (v.0)EE
< |E| e BB = B S <l
< S
Wir bestimmen also Wege P, ..., P, mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — ¢, so dass die

maximale Belastung durch (14 3) - Wope = Wope + 5+ Wopt = Wopt + \/ 3 - Wopt - In(n2/e)
beschrankt ist. Wir erhalten deshalb
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Satz 9.10 Mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — € bestimmt Algorithmus Wege mit
mazimaler Belastung hochstens

Wopt + \/3 - Wopt - In(n?/e).

Wir erhalten also eine sehr scharfe Approximation, falls W, geniigend grof3 ist.

9.2.4 MAX-SAT

In MAX-SAT ist eine Menge K von Klauseln gegeben, wobei Klausel £ € K das Ge-
wicht wy > 0 besitzt. Es wird eine Wahrheitsbelegung gesucht, die eine Klauselmenge von
grofftmoglichem Gewicht erfiillt.

Algorithmus 9.11

(1) Die Eingabe besteht aus einer Menge K von gewichteten Klauseln mit Literalen aus
der Menge {z1, ~x1,...,Z,, 72, }. Zu Anfang sind alle Klauseln unentschieden.

(2) FORi=1TO n DO
Stelle fest, welche Klauseln entschieden sind, d.h. den Wert ,wahr“ oder ,falsch*
ergeben.

Setze x; = 1, wenn das Gewicht aller Klauseln, in denen x; positiv vorkommt
mindestens so grof§ ist wie das Gewicht aller Klauseln, in denen z; negativ
vorkommt. Ansonsten setze z; = 0.

(3) Gib die Belegung aus.

Satz 9.12 Algorithmus [9.11] ist ein effizienter 2-Approzimationsalgorithmus fir MAX-
SAT.

Beweis: Die Behauptung folgt, da das Gewicht erfiillter Klauseln in jeder Iteration min-
destens so grofl wie das Gewicht nicht-erfiillter Klauseln ist. U

Aufgabe 94
Konstruiere Instanzen, so dass Algorithmus [0.11] dem Approximationsfaktor zwei beliebig nahekommt.

Aufgabe 95

Wir modifizieren Algorithmus[9.11} In der Berechnung des Gewichts erfiillter, bzw. nicht-erfiillter Klauseln
wird das Gewicht w,, und w-,, verdoppelt. Konstruiere Instanzen mit Approximationsfaktor 3/2.

Es kann gezeigt werden, dass das neue Verfahren den Approximationsfaktor 3/2 besitzt.

Wir stellen zuerst eine randomisierte Version von Algorithmus[9.11] vor, die fiir lange Klau-
seln eine bessere Approximationsleistung erzielt.
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Algorithmus 9.13 Randomisierung fiir lange Klauseln

(1) Die Eingabe besteht aus einer Menge K von Klauseln mit Literalen aus der Menge
{z1, 1, ..., 2y, 2, }. Zusitzlich erhilt jede Klausel £ € K das nicht-negative Gewicht
We -

(2) Bestimme den Wahrheitswert einer jeden Variable z; zufallig und gib die Belegung aus.

Wir fithren fiir jede Klausel £ die Zufallsvariable

{ wy  Klausel k wird erfiillt,
Wi =
0 sonst

ein. Dann ist

E[Wy] = (1 —27% - wy,

wenn die Klausel aus [ Variablen besteht: Denn E[W}] = wy - prob| k wird erfiillt | und
prob[ k wird erfiillt | = 1 —27". Wenn alle Klauseln mindestens [ Literale besitzen, dann ist
das erwartete Gesamtgewicht erfiillter Klauseln also mindestens 3¢ E[Wy] > (1 —271) -
> rek Wi und wir erhalten einen trivialen #—approximativen Algorithmus.
Interessanter ist der Fall kurzer Klauseln. Hier versuchen wir einen Ansatz mit linearer
Programmierung. Fiir eine Klausel k sei V7 (k) = {i | ; kommt in k vor } (bzw. V~(k) =
{i | =z; kommt in k vor }). Das 0-1 Programm hat dann die folgende Form:

maximiere Z wy, - 2 so dass
keK

fur alle Klauseln k£ € K: Z yi + Z (1—y) > 2z
ieV+(k) ieV=(k)
fir alle Klauseln k € K ist 2, € {0,1} und fur jedes 7 ist y; € {0, 1}.

In der Relaxierung wird dementsprechend 0 < zz,y; < 1 gefordert.

Algorithmus 9.14 Randomisiertes Runden fiir kurze Klauseln

(1) Die Eingabe besteht aus einer Menge K von Klauseln mit Literalen aus der Menge
{z1, 1, ..., 2y, 2, }. Zusitzlich erhilt jede Klausel £ € K das nicht-negative Gewicht
Wi, .

(2) Bestimme eine optimale Losung (2%, y*) der Relaxierung.

(3) Bestimme den Wahrheitswert einer jeden Variable z; zufillig, wobei die Belegung z; = 1
mit Wahrscheinlichkeit y gewéhlt wird. Gib die Belegung aus.

Kommentar: Wir verwenden also die Methode des randomisierten Rundens.

Beispiel 9.2 Wir betrachten Klauseln mit jeweils genau zwei Literalen. Man tiberzeuge
sich, dass die Setzung y; = % und z; = 1 stets zu einer optimalen Losung der Relaxierung

fithren. In diesem Spezialfall erzeugen also die Algorithmen und Belegungen nach
derselben Verteilung.
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Fir die Formel (z1Vay)A(x1V-xe) A(—21 V) A(—x V-xg) erhilt man bei Klauselgewichten
1 das 0-1-Optimum drei, wihrend vier das fraktionale Optimum ist. Die , Integralitétsliicke®
zwischen dem 0-1 Programm und seiner Relaxierung ist also mindestens %.

Wir bestimmen wiederum die Wahrscheinlichkeit pg, dass Klausel £ nach randomisiertem
Runden erfillt wird, bzw. den Erwartungswert E[W}| = wy, - py.

Lemma 9.15 Sei k eine Klausel mit | Literalen. Dann ist E[Wy] = (1 — 270 - wy, fiir
Algorithmus und E(W] > (1 — (1 — 1)) - wy - 2}, fiir Algorithmus [9.14),

Beweis: Die Analyse von Algorithmus [9.13] haben wir bereits oben ausgefiihrt. Fiir die
Analyse von Algorithmus[0.14nehmen wir 0.B.d.A. an, dass k = z1V- - -Va;. Wir verwenden

die Beziehung
l

S > (M a) !

zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel. (Diese Beziehung folgt nach
logarithmieren, da der Logarithmus konkavﬂ ist.) Also ist

!
él(l_y;’k)>
{

l w\ ! N
(e )
—_—

=g1(2})

- 1—Hé:1<1—y;‘)21—<

denn Zézl y; > 2z wird in der Relaxierung gefordert. Jetzt beachte, dass
z
g(z) =1—(1-2)

[
fiir 2 < 1 eine konkave Funktion ist, denn die zweite Ableitung —Z_Tl -(1—2)"2 ist negativ.

Fir z = 0 wird der Wert 0 und fir z = 1 wird der Wert g;(1) angenommen: Die Funktion
liegt also oberhalb der Geraden durch (0,0) und (1, ¢;(1)) und es ist g;(z) > z - g;(1). Also
ist pr > 25 - qi(1) und E[Wy] = wi - pp > (1 — (1 — 7)') - wy, - 2 wie behauptet. O

Wir kombinieren jetzt die Ansétze fiir kurze und lange Klauseln.
Algorithmus 9.16 Eine %—Approximation fir MAX-SAT

(1) Die Eingabe besteht aus einer Menge K von Klauseln mit Literalen aus der Menge
{z1, 1, ..., 2y, 2, }. Zusitzlich erhilt jede Klausel £ € K das nicht-negative Gewicht
We -

(2) Bestimme eine zufillige Belegung B; mit Algorithmus m
(3) Bestimme eine Belegung B, durch zufélliges Runden mit Algorithmus [9.14]
(3) Gib die beste der beiden Belegungen aus.

l
2Eine Funktion f ist konkav, wenn stets f(zfj1 Y > T Ei:l fla;) ist.
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Satz 9.17 Algorithmus ist ein %-appmacimativer Algorithmus fiir MAX-SAT.

Beweis: Wir analysieren einen schwécheren Algorithmus, der mit Wahrscheinlichkeit %
einen der Algorithmen und auswahlt. Wir bestimmen E[WW;] fir diese Kombina-
tion und erhalten fiir eine Klausel mit [ Literalen

E[W,] > 1-(1—2_1)-wk+;-(1—(1—})l)-wk-z};

2
1-27'+1—-(1-1)
2

*

Z wk_.zk.

. 93
Z wk"zk'17

denn 1 —27"+1— (1 — 1) > 2. Dann ist aber

3 3
ZE[Wk]ZZ~Zwk-z;§:1-opt
keK

keK

fiir das Maximum opt der Relaxierung, das nattirlich mindestens so grofi wie das Maximum
des 0-1 Programms ist. U

9.3 Die Held-Karp Schranke fiir TSP

Eine Instanz des metrischen Traveling Salesman Problems mit Metrik d(, ) und n Stadten
1,...,n sei vorgegeben. Wir erinnern an die Definition der Held-Karp Schranke:

- Ein 1-Baum B ist aus einem minimalen Spannbaum fiir die Stdadte 2, ..., n aufgebaut.
Die Stadt 1 wird mit den beiden néachstliegenden Stadten verbunden.

- I(B) ist das Gewicht von B.

- Fir die Funktion

n

f\) = r%i*n{ I(B*) + Z Ai - (gradg.(i) — 2) } (9.5)
i=1
ist die Held-Karp Schranke

max f(A)

zu berechnen.

Wir erinnern uns, dass f()) fiir jeden fixierten Vektor A einfach zu berechnen ist: Bestim-
me einen minimalen Spannbaum fiir die Kantengewichte d(r, s) + A, + A auf den Knoten
2,...,n und fiige den Knoten 1 iiber die beiden kiirzesten Kanten ein. Die Schwierigkeit
in der Berechnung der Held-Karp Schranke besteht deshalb in der Berechnung der Maxi-
mierung.
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Die Held-Karp Schranke resultiert aus einer Anwendung der Lagrange Relaxierung. Um
diesen Zusammenhang allgemein zu erkléren, betrachten wir das Minimierungsproblem

cA-x>b
1;161651{0 x> b}
fiir eine endliche Menge @. In der Lagrange Relaxierung wird jeder Ungleichung aus A -
x > b ein Lagrange Multiplikator zugewiesen. Die Ungleichungen werden dann so in die
Zielfunktion gehoben, dass eine Verletzung bestraft wird. Man betrachtet also das neue

Optimierungsproblem
min{c’ x4+ X' - (b—A-2)}

T€Q

fiir den Vektor A > 0 der Lagrange Multiplikatoren.
In der Anwendung auf die Held-Karp Schranke wéhlen wir ¢; ; = d(i,j), @ ist die Menge
aller 1-Bdume und das Ungleichungssystem A - x > b beschreibt die Bedingungen

> g5 =2 fiir jede Stadt 4. (9.6)
JJ#i
(Man denke sich die geforderte Gleichung durch zwei Ungleichungen ersetzt.) Die beabsich-
tigte Interpretation von wy; ;3 = 1 ist, dass Stadt j auf Stadt 4 in einer Rundreise folgt. Die
Gleichungen versuchen also zu erzwingen, dass jede Stadt ¢ der Rundreise zwei Nachbarn
hat.
Beachte, dass die Lagrange Multiplikatoren fiir die Held-Karp Schranke tatséchlich auch
negativ sein diirfen, da die Held-Karp Bedingungen fiir jeden Knoten ¢ auf die Beitréige

Mip (2= 3 )+ die (0 Ty —2) = (N2 — i) - (D2 2y — 2)
JiJ#i J.J# JJ#i
fithren: Die Parameter \; = A; 2 — A; ; konnen somit auch negative Werte annchmen. Wenn
x der Inzidenzvektor eines 1-Baums B* ist, dann folgt

SN (D wpy—2) = Z)\ (gradg. (i) — 2).
i JJFi
Also erhalten wir die Held-Karp Schranke als Ergebnis der Lagrange Relaxierung:

Beobachtung 9.1 Fiir ¢;; = d(i,j) und die Gleichungen Y ;.; ¢ ;3 = 2 fir jede Stadt i
15t
mln{c x4+ N (b—A-2)} = f(N).

T€Q

Wie kénnen wir

max mln{c o+ A (b— A1)} (9.7)

A>0 zeQ
effizient approximieren?

Algorithmus 9.18 Das Subgradienten-Verfahren
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- Beginne mit einem Vektor A0 >,
- In Iteration 7

— bestimme einen Vektor 2% € Q, der ¢ -2+ \® . (b — A - z) iiber der Menge Q
minimiert und

— setze A\FD = max{0, \) + a;(b — A - ()} fiir eine positive reelle Zahl «;.
Kommentar: Die Lagrange Multiplikatoren wachsen also mit wachsendem Ver-
stofl. Sie fallen, wenn kein Verstofl vorliegt.)

Algorithmus bietet sich besonders dann an, wenn mingeg{c’ - @ + X' - (b — A - )
schnell berechnet werden kann. Dies trifft zum Beispiel fiir die Held-Karp Schranke zu, da
die Minimierung zu einem minimalen Spannbaum Problem dquivalent ist.

Fakt 9.1 [KV05] Wenn lim; a; = 0 und >-3°, a; = 00, dann konvergiert das Subgradienten
Verfahren gegen maxysomingeg{c’ -z + AT - (b— A-z)}.

Die wichtige Frage der Konvergenzgeschwindigkeit ist damit allerdings nicht geklart. Zu-
mindest in der Held-Karp Anwendung scheint das Verfahren aber praktikabel zu sein. Wir
konnen die Held-Karp Schranke also gut approxinmieren, wie gut wird aber die Lange einer
kiirzesten Rundreise approximiert? Auch hier kénnen wir eine allgemeine Erklarung geben.
(konvex(()) bezeichne die konvexe Hiille von @.)

Lemma 9.19 Wenn die Menge Q endlich ist und wenn A-x > b in Q) losbar ist, dann gilt

. T T : T
. M.o(h—A. = cy  A-y > b}
max gcrgg{c T+ A ( )} yekggg(@){c Y y > b}

Beweis: Wir tiberfithren zuerst das max-min Problem auf ein lineares Maximierungspro-
blem

maxmin{c’ -z + - (b—A-2)}

A>0 zeQ
= Ig\lgg{{n:nSCT-x—i-/\T-(b—A-x)fiirallexEQ}
= 1];138({77:n—)\T~(b—A-:c)gchfiiralle:ceQ}.

Beachte, dass das lineare Programm die Variablen n und X\ besitzt. Weiterhin fiigt jedes x
in () eine lineare Bedingung hinzu. Jetzt wenden wir das Dualitdtstheorem:

- Wir erhalten eine duale Variable o, fiir die primale Bedingung zu x € Q.
- Die Zielfunktion Y-, @ - (¢" - ) ist zu minimieren.

- Die zu der nicht vorzeichen-behafteten primalen Variablen n gehérende duale Bedin-
gung ist a, =1
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- und die zu den nicht-negativen A-Variablen gehorenden dualen Bedingungen sind
— Y@@ (b—A-2)>0.

Also ist
= r§§8<{n =AM (b—A-x) <l fiiralle 2 € Q)
= min{ > a, (" x) : Y =1 a,-(b—A-z) <0}
az0 TEQ TEQ TEQ
= min{cT-Zozm~x : Zamzl,bSA-Zax~x}.
az0 T€Q T€Q TEQ

Das letzte Optimum stimmt aber mit

min_ {c -y b< Ay}

y€konvex(Q)
iiberein. 0
Was bedeutet Lemma fir die Held-Karp Schranke? Wir wéahlen @) als die Menge aller
1-Bédume tber den Knoten 1,...,n und benutzen den folgenden Fakt.

Fakt 9.2 [KV05] Die Menge konvex(Q) besteht aus allen Vektoren x (mit einer Kompo-
nente fir jede Kante e des ungerichteten vollstindigen Graphen mit n Knoten), so dass:

(1) Xexe =n und 0 < x, <1 fiir alle Kanten e,
(2) ¥ rq,y =2 und
(3) Yicjijex Ty < |X| =1 fiir jede nicht-leere Teilmenge X C {2,...,n}.

Beachte fiir die Bedingung (2), dass wir nur 1-Baume zulassen, die fiir Knoten 1 genau
zwei Nachbarn haben. Weiterhin bilden die 1-Baume auf den Knoten 2,...n einen Baum,
besitzen also fir jede Teilmenge X C {2,...,n} hochstens | X|—1 Kanten. Die exponentiell
vielen Bedingungen in (3) heiflen auch Subtour-Eliminationsbedingungen, da diese Bedin-
gungen , Fast-Rundreisen“ verbieten, die einer Vereinigung von Teilrundreisen entsprechen.

Aufgabe 96
Betrachte das Minimierungsproblem

min Zd(i,j) “Ygi,j}» so dass yg; 51 € {0,1} fiir alle 4 < j und
Y i<j
Z Yygi,jy = 2 fiir alle .
Jii#]
Zeige, dass dieses 0-1 Programm nach einer disjunkten Vereinigung von Teilrundreisen geringster Léange
sucht.

Wir wissen mit Lemma [9.19] dass die Held-Karp Schranke mit min 3>, ; d(i, j) - Y45} tiber-
einstimmt, wobei iiber alle Vektoren y der konvexen Hiille aller 1-Bdume zu minimieren
ist, die zusatzlich die Eigenschaften 37, ..y ;1 = 2 fiir alle Knoten 4 erfiillen. Wir kennen
aber mit Fakt eine Beschreibung der konvexen Hiille und erhalten deshalb
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Lemma 9.20 Die Held-Karp Schranke stimmt tiberein mit

myin > d(i,7) - ygigy, so dass 0 < yg gy <1 fir allei < j,

i<j
Z Ygigy = 2 fiir alle © und
Jii#d

Z Yy < |X| —1 fir jede nicht-leere Teilmenge X C {2,...,n}.
1<J,8,j€EX

Beweis: Die Bedingung >, x. = n aus Fakt ist eine Konsequenz der Bedingungen
> i Ygijy = 2 fir alle Knoten 7 und taucht deshalb nicht mehr auf. O

Die Held-Karp Schranke ist also im Wesentlichen das Resultat der linearen Minimierung,
wenn wir fordern, dass jeder Knoten zwei (fraktionale) Nachbarn hat und wenn wir Teil-
rundreisen verbieten.

Offenes Problem 5

Wenn wir fordern, dass die Variablen y; ; 0-1-wertig sind, dann beschreibt die Held-Karp Schranke die
Lénge einer kiirzesten Rundreise. Es ist bekannt, dass die Integralitdtsliicke fiir die Held-Karp Schranke
héchstens %, aber mindestens % betrégt.

In vielen praktisch-relevanten Anwendungen liegt die Held-Karp Schranke aber wesentlich ndher am Op-
timum.

9.4 Branch & Cut

Viele wichtige Optimierungsprobleme lassen sich als Probleme der ganzzahligen linearen
Programmierung, bzw. der 0-1 Programmierung auffassen. Dazu erinnern wir an das ge-

wichtete VERTEX COVER Problem mit dem linearen Programm

minimiere Z Wy * Ty, so dass z, + x, > 1 fir alle {u,v} € E
veV
und z,, € {0,1} fiir alle w € V

oder an das gewichtete INDEPENDENT SET Problem mit der Formulierung
maximiere Z Ty, so dass x, + x, < 1 fir alle {u,v} € E (9.8)
veV

und z, € {0,1} fir alle u € V.

Ein komplizierteres Beispiel ist die Held-Karp Schranke fiir das Traveling Salesman Pro-
blem mit der Formulierung

min > d(i,j) -z gy, so dass x5 € {0,1} fiir alle ¢ < 7, (9.9)
1<j
Z x5y = 2 fir alle 7 und
Ji#d

> apyy < |X| -1 fir jede nicht-leere Teilmenge X C {2,...,n}.
i<jijex
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Damit ist der Entwurf von Approximationsalgorithmen fiir die ganzzahlige lineare Pro-
grammierung oder die 0-1 Programmierung besonders wichtig. Aber gerade wegen der
Ausdrucksstiarke der ganzzahligen linearen Programmierung sind effiziente Algorithmen
mit annehmbaren Approximationsfaktoren im Allgemeinen ausgeschlossen | Nichtsdesto-
trotz sind einige wichtige Teilklassen der ganzzahligen linearen Programmierung effizient
und scharf approximierbar. Wir betrachten zuerst den allgemeinen Fall

minc! - x so dass z € 7" Ax > b

der ganzzahligen Programmierung, nehmen aber an, dass alle Eintrage der Matrix A ganz-
zahlig sind. Zuerst 16sen wir das relaxierte Programm

minc! -z so dass € R, Az > b

und erhalten eine optimale Losung x. Wenn alle Komponenten von x ganzzahlig sind,
dann ist z auch eine optimale Losung des ganzzahligen Programms. Was aber tun, wenn
x fraktionale Komponenten hat?

Definition 9.21 Eine Schnittebene ist eine zuséatzliche lineare Ungleichung, die von allen
integralen Punkten des ganzzahligen linearen Programms erfiillt wird, aber nicht von x.
Ein Gomory-Chvatal Schnitt fiir das Ungleichungssystem Az > b ist eine lineare Unglei-
chung y¥ Az > [yTb]. Der Vektor y muss aus nicht-negativen Komponenten bestehen und
yT A darf nur ganzzahlige Komponenten besitzen.

Beachte, dass alle ganzzahligen Losungen des Systems Ax > b auch den Gomory-Chvatal
Schnitt y? Az > [yTb] erfiillen: Ein Gomory-Chvatal Schnitt bewahrt also alle integralen
Losungen des Systems Ax > b, schneidet aber hoffentlich viele ungewiinschte fraktionale
Losungen heraus. Schnittebenen werden solange eingefithrt bis ein ganzzahliges Optimum
berechnet wird.

Beispiel 9.3 Wir betrachten das INDEPENDENT SET Problem. Da es sich hier um ein
Maximierungsproblem handelt, sind Gomory-Chvatal Schnitte mit unterer statt oberer
GauB-Klammer zu definieren.

Fiir den vollstdndigen Graphen V,, mit n Knoten ist das integrale Optimum von
offensichtlich Eins. Wenn wir aber relaxieren, dann springt das fraktionale Optimum auf
n/2. Wir zeigen jetzt, dass man mit relativ wenigen Gomory-Chvatal Schnitten alle uner-
wiinschten fraktionalen Losungen herausschneiden kann.

Wir nehmen induktiv an, dass wir bereits Schnitte hinzugefiigt haben, so dass wir die
Ungleichung "' z; < 1 ,hergeleitet“ haben: Die Ungleichung befindet sich also unter
den bisherigen Schnitten. Unser Ziel ist die Herleitung der Ungleichung >°"" ; z; < 1.

Die Ungleichungen x; 4z, < 1 sind fiir 1 <7 < n—1 Teil des urspriinglichen Ungleichungs-
systems Az < b. Wir summieren alle Ungleichungen auf und erhalten die Ungleichung

3Das allgemeine Traveling Salesman Problem gehért nicht zur Klasse poly(n) — APX, ist also mit an-
nehmbaren Approximationsfaktoren nicht effizient approximierbar. Dann ist aber auch das 0-1 Programm
mit annehmbaren Approximationsfaktoren nicht effizient approximierbar.
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a4 (n— 1) x, < n — 1. Zu dieser Ungleichung addieren wir das (n — 2)-fache der
Ungleichung >>"-}' 2; < 1 und erhalten deshalb

(n—2) lethxz (n—1) (n—l)-ingn—1+n—2.

i=1
Wir teilen beide Seiten durch n —1 und erhalten den Gomory-Chvatal Schnitt 7 ; z; < 1.

Branch & Cut Verfahren arbeiten weiterhin nach dem Schema des Branch & Bound Al-
gorithmus [6.1], versuchen aber verbesserte untere Schranken durch die Hinzunahme neuer
Schnittebenen zu erreichen.

Algorithmus 9.22 Branch & Cut
Das ganzzahlige Programm

mine’ -z sodassz € Z", A-x > b

sei zu 16sen. Der Branching Operator B sei gegeben. Anfianglich besteht der Branch & Cut
Baum B nur aus der (aktivierten) Wurzel.

(1) Eine Anfangslosung wird durch eine Heuristik berechnet.
(2) Wiederhole, solange es aktivierte Blétter gibt:

(2a) Wihle das erfolgversprechendste aktivierte Blatt v von B.

(2b) Fihre Cut-Schritte durch: Fuge sorgféltig ausgewdhlte Schnittebenen als neue
Bedingungen hinzu.

(2¢) Rufe das Branch & Bound Verfahren auf.

Kommentar: Beachte, dass wir das Optimum des relaxierten Programm als unte-
re Schranke wahlen konnen. Durch die Aufnahme neuer Schnittebenen in Schritt
(2b) wird sich die untere Schranke stetig verbessern.

(3) Gib die beste gefundene integrale Lésung aus.

Die Auswahl guter Schnittebenen ist das zentrale Problem im Entwurf eines Branch & Cut
Verfahrens. Wir betrachten dazu exemplarisch das Traveling Salesman Problem, das wir
mit dem ganzzahligen Programm formulieren. Wir relaxieren , nachdem wir die
viel zu vielen Subtour-Eliminationsbedingungen entfernt haben. Dann berechnen wir eine
optimale Losung x.

1. Wenn x einer Rundreise entspricht, dann haben wir eine optimale Rundreise gefun-
den.

2. Wenn x eine Subtour-Eliminationsbedingung verletzt, dann fiigen wir diese Bedin-
gung hinzu, lésen das um die verletzte Bedingung erweiterte relaxierte Programm
und wiederholen unser Vorgehen fiir die neue optimale Losung x.
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Was aber tun, wenn x keiner Rundreise entspricht, aber sehr wohl alle Subtour-Eliminationsbe-
dingungen erfiillt? Wir sollten zwar sehr gute untere Schranken erhalten, denn die Held-
Karp Schranke kann jetzt exakt berechnet werden. Aber wir benttigen neue Bedingungen:
Aufgabe 97

Sei X C {1,...,n} eine beliebige Teilmenge und F sei eine Menge von Kanten, die mit einem Knoten aus
X inzident sind. F' habe ungerade Machtigkeit. Dann erfiillt jede Rundreise die Ungleichung

|F|+1

i<ji,j€X e€F
Aufgabe 98
Um die Kamm-Ungleichungen einzufithren, bendtigen wir paarweise disjunkte Mengen 71, ...,T, C {1,...,n}
fiir eine ungerade Zahl r > 3. Desweiteren sei H C {1,...,n} eine Teilmenge, die mit jeder Menge T; min-

destens ein Element gemeinsam hat, aber keine dieser Mengen enthélt. Dann erfiillt jede Rundreise die

Ungleichung
Z xe+z Z Te >3 -1+ 1.

e€d(H) 1=1e€d(T;)

d(X) besteht aus allen Kanten mit mindestens einem Endpunkt in der Menge X.

Mit Hilfe dieser Ungleichungen und den Clique-Baum Ungleichungen [KV05] kénnen me-
trische Traveling Salesman Probleme mit mehreren Tausend Stadten exakt gelost werden.
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Schwierige Optimierungsprobleme
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Wie weit kann der Approximationsfaktor effizienter Algorithmen fiir ein vorgegebenes Op-
timierungsproblem verbessert werden? Wann besitzt das Optimierungsproblem keine effi-
zienten Approximationsalgorithmen mit scharfen Approximationen?

Wir haben in Kapitel einige wichtige Komplexitatsklassen eingefiithrt. Wir wissen jetzt
zum Beispiel, dass

- das RUCKSACK-Problem zur Klasse FPT.AS gehort

- und dass BIN PACKING, MINIMUM MAKESPAN SCHEDULING und das euklid-
sche TSP zur Klasse PT.AS, nicht aber zur Klasse FPT.AS gehoren.

Wir haben mit VERTEX COVER bereits ein erstes Optimierungsproblem in der fiir die
Praxis sehr wichtigen Komplexitéitsklasse APX kennengelernt. Weitere Beispiele fiir Op-
timierungsprobleme in APX sind

- FEEDBACK VERTEX SET fiir ungerichtete Graphen,
MAX-SAT,

Scheduling fiir nicht-identische Maschinen,

FACILITY LOCATION,
das k-CENTER Clustering Problem,

das metrische TSP

- oder SHORTEST COMMON SUPERSTRING.

Wir haben mit SET COVER ein erstes Problem auflerhalb von APX kennengelernt, da
SET COVER wahrscheinlich keine effizienten (1 — ¢) - log, n-approximativen Algorithmen
zuldsst. Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass CLIQUE und sein Zwilling, INDEPEN-
DENT SET, in einer ganz anderen Schadensklasse liegen: Beide Probleme besitzen keine
effizienten n'~¢-approximativen Algorithmen!

Der Aspekt der Optimierung zerschlagt somit die schone Struktur, die wir von der Klasse
NP gewohnt sind: Wéhrend die N'P-vollstandigen Sprachen paarweise ,,Aquivalent sind,
zerfallen Optimierungsprobleme in NPQO in verschiedenste Aquivalenzklassen. Wie kénnen
wir negative Resultate tiber die effiziente Approximierbarkeit eines Optimierungsproblem
P erhalten? Wir weisen dazu P ein ,,Promise-Problem* zu.

Definition 9.23 Sei P ein Optimierungsproblem und opt(z) sei der optimale Wert fiir
Instanz x. Fur Funktionen f, ¢ : ¥* — R mit f(x) < g(x) fiir alle x € ¥* definieren wir

YESp = {z]optp(z) > g(2)}
NOp = {z[optp(z) < f(x)}.

Wir sagen, dass ein Algorithmus A das Promise Problem [f, g|-gap-P 16st, wenn A fiir jedes
r € YESp die Ausgabe “ja” und fiir jede Instanz x € NOp die Ausgabe “nein” ausgibt.
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Beachte, dass YESp und NOp disjunkte Mengen sind. Von keiner der beiden Mengen
erfasst wird die ,,Liicke“, also alle Instanzen x mit

f(z) <optp(x) < g(z).

Wenn wir einem Algorithmus ,,versprechen®, dass eine Instanz nicht in diesen Graubereich
fallt, dann 16st dieser Algorithmus das Problem [f, g]-gap-P genau dann, wenn die richtige
Zuordnung zu den Mengen YESp und NOp bestimmt wird.

Definition 9.24 Sei P ein Maximierungsproblem. Dann ist [f, g]-gap-P ein N'P-hartes
Problem, wenn es fiir jede Sprache L € NP eine effizient berechenbare Transformation
T gibt, die fiir jede Eingabe w von L eine Instanz T'(w) des Optimierungsproblems P
bestimmt. Es muss gelten

- Fir w e L ist T(w) € YESp (also optp(T(w)) > ¢g(T'(w))) und
- fir w ¢ L ist T(w) € NOp (also optp(T(w)) < f(T(w))).

Ist P ein Minimierungsproblem, dann miissen Eingaben w € L auf Instanzen aus NOp und
Eingaben w ¢ L auf Instanzen aus YESp reduziert werden.

Was besagt die N'P-Harte von [f, g]-gap-P? Fiir jede Sprache L € NP kann durch eine
y2lickenschaffende Reduktion“ auf das Optimierungsproblem P reduziert werden.

Aufgabe 99

Angenommen, es ist P # NP.

Zeige: Wenn [f, g]-gap-P ein N'P-hartes Problem ist, dann kann [f, g]-gap-P nicht von effizienten Algo-
rithmen gelst werden.

Satz 9.25 Sei P ein Maximierungsproblem. Wir nehmen an, dass die Funktionen f und
g in polynomieller Zeit berechnet werden kénnen und dass

g(7)

— > aflx

fo 2 o)
fir alle x gilt. Wenn [f, g]-gap-P ein N'P-hartes Problem ist, dann besitzt P keine effizi-
enten Approximationsalgorithmen mit Faktor hochstens a(n), solange P # NP gilt.

Beweis: Wir nehmen an, dass P ein Maxinmierungsproblem ist und dass der effiziente
Approximationsalgorithmus A mit Faktor hochstens g(z)/f(z) > a(|z|) approximiert. Wir
zeigen jetzt im Gegensatz zur Annahme, dass [f, g]-gap- P doch effizient gelost werden kann.
Hier ist unsere effiziente Losung:

(1) Setze A auf Instanz x an.

(2) Wenn A die von A berechnete Losung einen Funktionswert mindestens f(z) berech-
net, dann gib “ja” und ansonsten “nein” aus.
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Angenommen, wir geben die Antwort “ja”. Dann wissen wir, dass optp(z) > f(z) und
unsere Antwort ist richtig. Geben wir andererseits die Antwort “nein”, dann ist

9(z)
opt(z) < a(lz]) - f(zx) < - f(x) = g(|z]),
pt(z) < a(fz]) - f(2) (o) () = g(|])
denn A ist «a(|z|)-approximativ. Also ist auch diesmal die Antwort richtig. O

Satz reduziert die Frage nach der effizienten Approximierbarkeit eines Optimierungs-
problems P auf die Frage, fir welche Funktionen das Gap-Problem [f, g]-gap-P ein N'P-
hartes Problem ist. Angenommen wir wissen, dass das Gap-Problem fiir P hart ist, wie
zeigt man die Harte des Gap-Problems fiir ein anderes Optimierungsproblem (7

Definition 9.26 P, und P, seien zwei Optimierungsprobleme.

Wir sagen, dass [f1, g1]-gap-P; liickenerhaltend auf | f3, go]-gap- P, reduziert werden kann,
wenn es eine effizient berechenbare Transformation 7" gibt, so dass fiir alle Instanzen x von
Pl gllt

- Wenn optp, () > g1(x), dann optp, () > ga(7).
- Wenn optp, () < fi(z), dann optp, (z) < fa(w).
Warum betrachten wir liickenerhaltende Reduktionen?

Lemma 9.27 Es gelte P # NP.
Wenn [f1, g1]-gap-Py lickenerhaltend auf [f2, ga]-gap-Ps reduziert werden kann und wenn
[f1, 91]-gap-Py ein N'P-hartes Problem ist, dann

(a) ist [f2, go]-gap-P1 ein N'P-hartes Problem und

(b) es gibt keine effizienten a(n)-approximativen Algorithmen, wenn a(|x|) < j’;g; fir
alle z gilt.

Mit einem ersten NP-harten Gap-Problem konnen wir also eine Lawine weiterer Nicht-
Approximierbarkeitsergebnisse auslosen. Wie aber erhalten wir ein erstes N'P-hartes Gap-
Problem? Die Komplexitat eines Gap-Problems ist schwierig zu analysieren, da wir keine
Klassifizierung ,in der Liicke* verlangen, das Klassifizierungsproblem koénnte durch die
Herausnahme der Liicke zwischen f(z) und g(x) potentiell sehr viel einfacher geworden
sein.

Wir werden deshalb mit der Methode ,,probabilistisch tiberprifbarer Beweise® eine ganzlich
neue Sichtweise der Klasse NP einfiihren: Statt AP als die Klasse aller Probleme mit
kurzen Beweisen aufzufassen, werden wir zeigen, dass NP die Klasse aller Probleme ist,
die nicht zu lange Beweise besitzen, die zudem probabilistisch, durch die Inspektion nur
weniger Bits (!) tiberpriift werden kénnen.

Bevor wir uns dieser zentralen Fragestellung zuwenden, fithren wir das Konzept ,,appro-
ximationsbewahrender” Reduktionen. Wéhrend liickenerhaltende Reduktionen nur sicher-
stellen, dass Liicken nicht zu klein werden, zeigt eine approximationsbewahrende Redukti-
on, dass das Approximationsverhalten tiberall &hnlich ist.
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Definition 9.28 P, = (opty, f1, L1) und P, = (opty, f2, Ly) seien zwei N’PO Optimie-
rungsprobleme. optp, () ist der optimale Wert fiir Instanz x im Optimierungsproblem F;.
Wir sagen, dass Py auf P, AP-reduzierbar ist (P, <sp P,), falls es in polynomieller Zeit
berechenbare Funktionen INSTANZ und LOSUNG und ein Polynom p gibt, so dass die
folgenden Eigenschaften fiir jede Instanz x; von P; erfiillt sind:

(1) w2 = INSTANZ(z,) ist eine Instanz von P, und es ist optp, (22) < p(|z1]) - optp (1)

Kommentar: INSTANZ bildet also P;-Instanzen auf P»-Instanzen ab, wobei der op-
timale Wert fiir die P»-Instanz hochstens polynomiell grofier als der optimale Wert
fur die P;-Instanz ist.

(2) Fiir jede Losung y, mit Ly(, 1) ist 11 = LOSUNG(x1,1,) eine Losung zur Instanz
x1, d.h. das Pradikat L;(x,y;) ist wahr. Dartiberhinaus fordern wir, dass LOSUNG
approximationsbewahrend ist, d.h. es gibt eine Konstante o > 0 mit

S optp, (x1) fl(l‘hyl)} _ _ (m X{Optpg(xz) f2(952,?/2)} _ )
* {fl(xlayl), optp, (x1) t=a * fa(x2,y2) " optp, (x2) -

Kommentar: LOSUNG bildet also Losungen zur Instanz x, auf Losungen zur Instanz
r1 approximationsbewahrend ab.

AP steht abkiirzend fiir approximationsbewahrend (approximation preserving).

Aufgabe 100
Zeige: VERTEX COVER <,4p SET COVER.

Aufgabe 101

Der ungerichtete Graph G = (V, E) sei vorgegeben. Eine Knotenmenge W C V heifit dominierend, wenn je-
der Knoten in V' \ W mit einem Knoten in W benachbart ist. In DOMINATING SET ist eine domierende
Knotenmenge kleinster Grofle zu bestimmen. Wir betrachten die AP-Reduktionen zwischen DOMINA-
TING SET und dem ungewichteten SET COVER Problem.

(a) Zeige, dass
Dominating Set <jp SET COVER.

(b) Sei |V| = n. Konstruiere einen effizienten, O(log n)-approximativen Algorithmus fiir Dominating
Set.

(c) Zeige, dass
Set Cover < 4p Dominating Set.

Hinweis: Konstruiere eine Instanz von Dominating Set, so dass die Knotenmenge aus drei Klassen
besteht. Die Knoten der ersten Klasse entsprechen den Elementen des Universums und die Knoten
der zweiten Klasse entsprechen den Mengen von Set Cover. Die Knoten der dritten Klasse sind
sorgfaltig zu bestimmen.

Satz 9.29 Es gelte Py <, p P, mit Konstante a.

(a) Wenn P, einen effizienten, (1 + €)-approzimativen Algorithmus besitzt, dann besitzt
Py einen effizienten (1 + a - €)-approzimativen Algorithmus.
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(b) Wenn P, € APX, dann ist auch P, € APX.
(c) Wenn P, € PTAS, dann ist auch P, € PTAS.

Beweis (a): Sei A, ein effizienter (1+¢)-approximativer Algorithmus fiir P,. Wir entwerfen
einen effizienten (1 + (- £)-approximativen Algorithmus A; fiir P, der als Eingabe eine
Instanz x; von P; erhélt:

(1) Berechne die transformierte Instanz xo = INSTANZ(z,) von P, in polynomieller Zeit.

(2) Berechne eine (1 + €)-approximative Losung yo mit Hilfe des effizienten Approxima-
tionsalgorithmus As.

(3) Fiihre die effiziente Riicktransformation y; = LOSUNG(xl, Y2) aus.

Yo ist eine (1 + e)-approximative Losung fir die Instanz z5 von P, und deshalb ist
y; eine (1 4 [ - €)-approximative Losung fur die Instanz x; von P;.

(b) und (c) folgen direkt aus (a). O
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Kapitel 10

Probabilistisch iiberpriifbare Beweise

Fir ,wirklich schwierige® Optimierungsprobleme wie etwa dem Problem der 0-1 Program-
mierung oder dem allgemeinen Traveling Salesman Problem lésst sich mit einfachen Mitteln
zeigen, dass eine effiziente und gute Approximation ausgeschlossen ist. In vielen anderen
Féllen hingegen, wie etwa fiir MAX-SAT, gelingt die Bestimmung der Komplexitéit des
Optimierungsproblems nur durch den Umweg iiber das PCP-Theorem, das wir jetzt be-
schreiben und teilweise verifizieren. Probabilistisch tiberpriifbare Beweise (probabilistically
checkable proofs) werden eine neue Sichtweise von N'P-Beweisen erlauben. Mit Hilfe die-
ser neuen Sichtweise bestimmen wir im néchsten Abschnitt die Komplexitéit von wichtigen
Approximationsproblemen.

Ein N'P-Beweis besteht aus einem Beweis b € {0, 1}* fiir eine Eingabe w € {0, 1}*. Dieser
Beweis ist in polynomieller Zeit in der Lange der Eingabe (nichtdeterministisch) zu raten
und anschlieBend (deterministisch) zu verifizieren. Wir konnen diesen Prozess durch ein
Spiel modellieren, an dem ein Prover und ein Verifier teilnimmt: Der Prover prasentiert
einen (moglicherweise falschen) Beweis, der vom Verifier in polynomieller Zeit determi-
nistisch zu verifizieren ist. Wir betrachten jetzt ein ahnliches Spiel, aber erlauben, dass
der Verifier Zugang zu Zufallsbits erhélt und eine nur hochwahrscheinlich richtige Antwort
geben muss.

Definition 10.1 r,¢ : N — N seien vorgegebene Funktionen.

(a) Ein (r, g)-Verifier V ist ein deterministischer Algorithmus, der auf eine Eingabe w und
r(Jw|) Zufallsbits zugreifen kann. V' erhélt auch die Moglichkeit auf bis zu ¢(|w|) Beweisbits
zuzugreifen.

Fir eine Eingabe w und eine Zufallsfolge o berechnet V' eine Folge von hochstens
q(Jw|) Bitpositionen und erfragt die Beweisbits an diesen Positionen vom Prover.
Die nachfolgende Rechnung héngt nur von w, o und den erhaltenen Beweishits ab.
Insgesamt muss V' in polynomieller Zeit in n rechnen.

(b) Wir sagen, dass eine Sprache L zur Komplexitéitsklasse PCP(r,q) gehort, wenn es
einen (r, g)-Verifier V und eine Konstante o (0 < o < 1) mit den folgenden Eigenschaften
gibt:

207
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(a) Vollstindigkeit: Wenn die Eingabe w zur Sprache L gehort, dann gibt es einen Beweis
b, so daf3 V stets akzeptiert, wenn b auf dem Orakelband gespeichert ist.

Wir sagen auch, dass V' die Vollstandigkeit 1 besitzt.

(b) Soundness: Wenn die Eingabe w nicht zur Sprache L gehort, dann wird V' fiir jeden
Beweis b mit Wahrscheinlichkeit hochstens o akzeptieren.

Wir sagen auch, dass V' die Soundness « besitzt.

Kommentar: Wir fordern also, dass der Beweis lokal iiberpriifbar ist.

In der mathematischen Logik bezeichnet man die Eigenschaft, dass alle wahren Aussagen
ableitbar sind, als ,Vollstandigkeit* und die Eigenschaft, dass keine falschen Aussagen
ableitbar sind, als ,,Soundness*.

Aufgabe 102

Betrachte eine erweiterte Definition, bei der ein (adaptiver) Verifier seine Fragen nacheinander stellt, und

so die i-te Frage von der Antwort auf die (i — 1).te Frage abhéngen lassen darf. PCP*(r, q) sei wie zuvor,
jetzt aber mit adaptivem Verifier definiert.

Zeige: PCP(O(r),0(q)) = PCP*(O(r),0(q))-

Aufgabe 103
NTIME(t(n)) sei die Klasse aller Sprachen, die von einer nichtdeterministischen Turingmaschine in Zeit
O(t) akzeptiert werden. Zeige, dass PCP(r,q) C NTIME(q - 2" - poly(n)) gilt.

Aufgabe 104
Angenommen, die Sprache L € N'P besitzt einen (r, ¢)-Verifier V mit Soundness o < 1.
Zeige, dass es dann einen (c - r, ¢ - ¢)-Verifier V, mit Soundness a° gibt.

Wie verhalten sich die PCP-Klassen zum ,Rest der Welt“? Wenn wir weder Zufallsbits
noch Beweisbits zulassen, dann erhalten wir offensichtlich deterministische Berechnungen
und somit ist PCP(0,0) = P. Lassen wir polynomiell viele Zufallsbits, aber keine Be-
weisbits, zu, dann erhalten wir effiziente probabilistische Berechnungen, die fiir Worte der
Sprachen keinen Fehler machen. Erlauben wir jetzt neben polynomiell vielen Zufallsbits
noch konstant viele Beweisbits, dann explodiert die Berechnungskraft, und wir erhalten die
Klasse aller Sprachen, die mit nichtdeterministischen Algorithmen in exponentieller Zeit
erkannt werden koénnen/[]

Beispiel 10.1 Wir zeigen, dass die Nicht—IsomorphieE] von Graphen zur Komplexitatsklasse
PCP(poly(n),1) gehort: Wir méchten also iiberpriifen, ob zwei Graphen Gy, G nicht-
isomorph sind und fordern dazu polynomiell viele Zufallsbits und ein Beweishit an.

V' wahlt zuféllig einen der beiden Graphen, also den Graphen Gy, aus und permutiert G,
mit einer zufilligen Permutation 7 um den Graphen H zu erhalten. Der Verifier erwartet
einen Beweis, der fiir Anfrage H (bzw in der H entsprechenden Position des Beweises) das
Beweisbit b besitzt. Erhilt V' die Antwort b, dann wird der Beweis akzeptiert und sonst
verworfen.

'Den komplexen Beweis dieser Aussage lassen wir aus.
2Die Komplexitit des Nicht-Isomorphie Problems fiir Graphen ist bis heute ungeklirt. Man weiss, dass
Nicht-Isomorphie von Graphen mit beschranktem Grad effizient iberpriift werden kann.
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Wenn tatséachlich G # G5, gilt, dann gibt es einen Beweis, den V' mit Wahrscheinlichkeit 1
akzeptiert. Ist hingegen G; = G5 dann wird V nur mit Wahrscheinlichkeit 1/2 akzeptieren.

Gehen wir zu dem anderen Extrem und lassen polynomiell viele Beweishits, aber keine
Zufallsbits zu, dann ergibt sich offensichtlich die Klasse PCP(0, poly(n)) = NP.

Beachte, dass wir einen (O(log, n), poly(n))-Verifier V' durch einen deterministischen Ve-
rifier V* simulieren kénnen, wobei V* alle Zufallsfolgen o systematisch aufzahlt. Deshalb
folgt insbesondere PCP(O(log, n), poly(n)) = PCP(0, poly(n)) = N'P. Offensichtlich miis-
sen fiir N"P-vollstandige Sprachen mindestens konstant viele Beweisbits inspiziert werden.
Ist dies auch hinreichend, wenn wir auf logarithmisch viele Zufallsbits zugreifen kénnen?

Satz 10.2 Das PCP-Theorem
Es gilt PCP(O(logyn),0(1)) = N'P.

Aufgabe 105

Folgere aus dem PCP Theorem: Es gibt eine Konstante K, so dass NP C PCP(O(logyn), K). Es gibt
also eine Zahl K, so dass es fiir jede Sprache L € AP einen Verifier gibt, der hochstens K Beweisbits
nachfragt.

Einen ersten Schritt im Beweis des PCP-Theorems fithren wir in Kapitel [[1} Dort zeigen
wir die Inklusion NP C PCP(poly(n), O(1)).
Die Beziehung PCP(O(logyn),O(1)) C NP ist offensichtlich, denn es ist

PCP(O(logyn),O(1)) C PCP(O(logyn), poly(n)) = NP.
Die ungemein iiberraschende Aussage von Satz ist vielmehr die Inklusion
NP C PCP(O(logyn),O(1)).

Zum Beispiel garantiert das PCP-Theorem, dass es fiir eine erfiillbare 3KNF Formel ¢
einen polynomiell langen Beweis der Erfiillbarkeit gibt, so dass die Inspektion von konstant
vielen Beweisbits bereits hinreichend iiberzeugend ist. Ein konventioneller Beweis, der zum
Beispiel aus einer erfiillenden Belegung besteht, ist unzureichend: Bestenfalls kann die
Richtigkeit von konstant vielen Klauseln iiberpriift werden, aber dies wird im Allgemeinen
nicht zum Verwerfen nicht-erfiillbarer Formeln mit Wahrscheinlichkeit mindestens % fithren.
Wenn wir allerdings a priori wissen, dass entweder alle Klauseln simultan erfillbar sind
oder dass nur ein relativ kleiner Bruchteil erfiillbar ist, dann geniigt es, einige wenige,
zuféllig gewahlte Klauseln auf ihre Richtigkeit hin zu tiberpriifen. Natiirlich ist diese a
priori Annahme nicht zulassig, aber moglicherweise lassen sich Sprachen aus NP auf diese
Art und Weise ,robust“ kodieren....

In der New York Times wurde das PCP-Theorem dahin gehend interpretiert, dass mathe-
matische Beweise umgeschrieben werden kénnen —ohne ihre Lénge mehr als poynomiell zu
vergroflern—, so dass ein probabilistisch arbeitender Leser nach der Abfrage nur weniger
Beweisbits die Richtigkeit des Beweises iiberpriifen kann. Diese Interpretation ist fiir solche
Axiomensysteme richtig, fiir die die Sprache

{ (a,1") | Die Aussage a besitzt einen Beweis der Lange hochstens n }
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zur Klasse NP gehort, denn das PCP-Theorem garantiert dann die schnelle probabilisti-
sche Verifikation. Leider wird das PCP-Theorem aber nicht den Vorlesungsbetrieb revo-
lutionieren, da ein Beweis natiirlich nicht nur die Funktion der Verifizierbarkeit, sondern
vorrangig die Funktion der Erklarung haben muss.

10.1 PCP und Approximierbarkeit

Warum ist das PCP-Theorem von zentraler Bedeutung fiir die Approximation? Weil der
Nachweis der Nicht-Approximierbarkeit tiber die ,liickenschaffenden Reduktionen* von De-
finition [9.24] Aquivalent zum PCP-Theorem ist:

Satz 10.3 Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Fir eine KNF-Formel x sei g(x) die Anzahl der Klauseln von x. Dann gibt es eine
Konstante 0 < a < 1, so dass [« - g, g]-gap-MAX-3SAT ein N'P-hartes Problem ist.

Kommentar: Wir haben damit fir jede Sprache L € N'P eine lickenschaffende Re-
duktion von L auf MAX-3SAT erhalten.

(b) PCP(O(logyn), O(1)) = N'P.

Wir haben damit ein erstes Zwischenziel, ndmlich die Bestimmung der Approximations-
komplexitat von MAX-3SAT und damit von MAX-SAT erreicht. Warum? Mit dem PCP-
Theorem wissen wir, dass PCP(O(logyn), O(1)) = NP gilt. Deshalb koénnen wir schliefien,
dass [a - g, g]-gap-MAX-3SAT ein N'P-hartes Problem ist. Wir wenden Satz an und
erhalten, dass es keine effizienten 1/a-approximativen Algorithmen fiir MAX-3SAT gibt,
solange P # NP gilt.

Korollar 10.4 FEs gelte P # N'P. Dann gibt es eine Konstante 3 > 1, so dass MAX-3SAT
keine effizienten [B-approximativen Algorithmen besitzt. Insbesondere besitzt MAX-3SAT
kein polynomielles Approximationsschema.

Beweis von Satz (a) = (b): Sei L € NP eine beliebige Sprache. Wir koénnen
annehmen, dass [« - g, g]-gap-MAX-3SAT ein N'P-hartes Problem ist, wobei g die Anzahl
der Klauseln angibt. Also gibt es eine effizient berechenbare Transformation 7', so dass fiir
Eingaben w € L alle Klauseln der Formel T'(w) erfullbar sind, wihrend weniger als der
Prozentsatz « aller Klauseln fiir w ¢ L erfiillbar ist.

Wir konstruieren einen Verifier V' fiir L, der logarithmisch viele Zufallsbits anfordert und
drei Beweishits nachfragt. Fiir eine Eingabe w fiir L nimmt V' an, dass der Beweis aus
einer erfiillenden Belegung fiir 7'(w) besteht. V' wéhlt eine Klausel k£ von T'(w) mit Hilfe
der logarithmisch vielen Zufallsbits aus, fragt die Wahrheitswerte der drei Variablen von &
ab und akzeptiert genau dann, wenn k erfillt wird.

Wenn w € L, dann ist T'(w) erfiilllbar und V' akzeptiert den aus der erfiillenden Belegung
bestehenden Beweis mit Wahrscheinlichkeit 1. Ist w ¢ L, dann ist weniger als der Bruch-
teil v aller Klauseln erfillbar und V fithrt, fir jeden ,Beweis“, einen positiven Klauseltest
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mit Wahrscheinlichkeit hochstens o durch. Also akzeptiert V' falschlicherweise mit Wahr-
scheinlichkeit hochstens «. Fazit: V' ist ein ( O(logyn), O(1) )-Verifier, und dies war zu
zeigen.

(b) = (a): Wir kénnen das PCP-Theorem annehmen und miissen zeigen, dass wir jede
Sprache L € NP liickenschaffend auf [« - g, g]-gap-MAX-3SAT fiir ein passendes o < 1
reduzieren konnen.

Da L € NP, folgt L € PCP(O(logn),O(1)) aus dem PCP-Theorem. Sei V ein Verifier, der
L mit O(log,n) Zufallsbits und k = O(1) inspizierten Beweisbits akzeptiert. Fiir eine Ein-
gabe w € {0, 1}"™ inspiziert V also k viele Bits eines unbekannten Beweises b = b1by - - - b,,a,
wobei die Wahl der inspizierten Bitpositionen nur von

- der Folge o € {0,1}°0¢™) der Zufallshits und
- der Eingabe w

abhéngt. Wir fixieren ¢. Dann konnen wir mit einer DNF-Formel D, (21, ..., z,q4) mit
hochstens k Literalen pro Monom festhalten, fiir welche Werte der Beweisbits der Verifier
verwirft. Mit anderen Worten, die k-KNF Formel =D, ,(z) beschreibt, wann V' akzeptiert.
Beachte, dass die Konstruktion von =D, ,(z) in polynomieller Zeit gelingt, da V' nur fiir die
hochstens 28 = O(1) vielen Kombinationen der Beweisbits zu simulieren ist. Wir definieren
die k-KNF Formel

KZJ = /\ —|Dw70($)

(e

und beachten, dass auch K in polynomieller Zeit konstruierbar ist, da K eine Konjunk-
tion von hochstens
9O(logn) poly(n)

Einzelformeln —D,, , ist. Damit sind wir fast fertig, denn:

- Fur w € L erfillt b als Wahrheitsbelegung interpretiert jede Klausel von K.

- Fir w ¢ L wird jeder Beweis mit Wahrscheinlichkeit hochstens « akzeptiert und
damit wird jede Wahrheitsbelegung héchstens den Bruchteil a aller Klauseln erfiillen.

Sei k, die Anzahl der Klauseln von =D, ,(x) und r die Anzahl der verschiedenen Zufallss-
trings o. Dann wird fiir w ¢ L hochstens der Anteil
Yok —(1—a)-r (1—a)-r (1—a)-r

—1-— <l = -
Yoo ko Yo ks T r -2k 2k+1

l -« p
=«

aller Klauseln erfiillt. Allerdings miissen wir noch die k-Sat Formel in eine 3-Sat Formel
iibersetzen. Dazu fiihren wir neue Variablen y; ein, und verwenden die Transformation

ryVaaV--Va, & (Vs Vys) A(ysVaesVy) A A(Ym1 V Tm1 V Tp)

Wie sieht der neue Wert von o aus? O
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Aufgabe 106
Zeige, dass

PCP(0,log(n)) =P

gilt.

Hinweis: Stellt euch vor, ihr sollt ein Vokabelabfrageprogramm schreiben, welches einen Schiiler jeweils
k von n Vokabeln abfragt. Beantwortet der Schiiler alle k£ Fragen richtig, wird unterstellt, er habe alle
Vokabeln gekonnt. Wie gut kann euer Programm sein, wenn euch kein Zufall zur Verfiigung steht?

10.2 VERTEX COVER, INDEPENDENT SET und
CLIQUE

Wir wissen mit Satz [10.3] dass [ag, g]-gap-MAX-3SAT ein N'P-hartes Problem ist, wenn
g(x) die Anzahl der Klauseln von = und « eine Konstante mit 0 < o < 1 ist. Kénnen wir
jetzt die versprochene Lawine auslosen? In der folgenden Aufgabe wird gezeigt, dass auch
MAX-2SAT ein N'P-hartes Gap-Problem besitzt.

Aufgabe 107

(a) Sei K = (x1 V 23 V z3) eine Klausel. Konstruiere eine 2-KNF Formel ¢ (21, 22,23, y) mit einer
neuen Variable y, so dass folgendes gilt. Fiir eine Belegung o € {0,1}3 der Variablen z1, 2, x5 und
eine Belegung b € {0,1} von y sei

#¢k (a,b) = die Anzahl der von der Belegung («,b) erfiillten Klauseln in ¢g.

Dann gibt es eine Konstante D > 1, so dass

1. Fiir alle Belegungen («, b) gilt #¢x (a,b) < D.
2. Fiir jede Belegung « gilt:
x Falls K(«a) =1, dann gibt es eine Belegung b, so dass #¢x (a,b) = D ist.
* Falls K(«) =0, dann #¢x (a,b) < D — 1 fiir beide Belegungen b € {0,1} von y und es
gibt eine Belegung b mit #¢x (o, b) = D — 1.

Hinweis: Die kiirzeste uns bekannte Losung ¢ i besteht aus 10 Klauseln (vier Klauseln der Lange 1
und sechs Klauseln der Lange 2) und die ensprechende Konstante ist D = 7.

(b) Fiir eine KNF-Formel z sei g(z) die Anzahl der Klauseln von z. Konstruiere fiir jedes o < 1 eine
liickenerhaltende Reduktion von [« - g, g]-gap-MAX-3SAT auf [o - g, g]-gap-MAX-2SAT fiir eine
geeignet zu wahlende Konstante o < 1.

Fazit: MAX-2SAT besitzt keine effizienten Algorithmen mit beliebig kleinen Approximationsfak-
toren. Dieses Resultat ist iiberraschend, denn das Entscheidungsproblem 2-SAT liegt in P.

Wir konnten schon jetzt zeigen, dass VERTEX COVER ein N'P-hartes Gap-Problem be-
sitzt und ein analoges Resultat ist auch fir INDEPENDENT SET leicht erreichbar. Unser
Ziel ist aber ambitioniert: Wir méchten zeigen, dass INDEPENDENT SET bereits fiir Gra-
phen von kleinem Grad nicht effizient mit beliebig kleinen Faktoren approximiert werden
kann. Fir allgemeine Graphen mit n Knoten mochten wir dieses Schwierigkeitsergebnis am-
plifizieren und zeigen, dass sogar effiziente n®-approximative Algorithmen ausgeschlossen
sind!
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Unser erstes Ziel ist der Nachweis, dass INDEPENDENT SET fiir Graphen von kleinem
Grad schwierig zu approximieren ist. Als ein Zwischenziel betrachten wir deshalb MAX-
3SAT g fiir eine Konstante B: Fiir eine gegebene 3KNF Formel, deren Variablen in hochs-

tens B Klauseln vorkommen, sind moglichst viele Klauseln zu erfiillen. Wir zeigen, dass
MAX-3SATj5 ein N'P-hartes Gap-Problem besitzt.

Lemma 10.5 Fir eine KNF-Formel x sei g(x) die Anzahl der Klauseln von x. Dann gibt
es eine Konstante B, so dass [ag, g]-gap-MAX-3SATg ein N'P-hartes Problem fiir eine
geeignete Konstante o < 1 1ist.

Beweis: Wir nutzen aus, dass MAX-3SAT ein N'P-hartes Gap-Problem besitzt und kon-
struieren eine liickenerhaltende Reduktion von MAX-3SAT auf MAX-3SATp fiir eine ge-
eignete Konstante B.

Sei ¢ eine SKNF-Formel mit den n Variablen z1, ..., x, und m Klauseln. Die ite Variable
komme m;-mal in den Klauseln von ¢ vor. Wir setzen

und erhalten N < 3-m, denn ¢ ist eine 3KNF-Formel.

Wir weisen ¢ eine 3KNF Formel ¢ zu. Fir eine geeignete nattirliche Zahl B wird v die
Eigenschaft besitzen, dass keine Variable mehr als B-mal auftritt. Hierzu ersetzen wir das
jte Vorkommen der Variablen z; durch die neue Variable z; ;.

Jetzt missen wir allerdings Sorge tragen, dass die Variablen z;1,...,%;,,, in optimalen
Wahrheitsbelegungen auch den gleichen Wahrheitswert erhalten. Deshalb werden in 1) fiir
jedes @ neue Klauseln eingefiihrt.

Fakt 10.1 Es gibt eine natirliche Zahl B, so dass fir jede natirliche Zahl m ungerichtete
Graphen G, = (Vin, En,) in Zeit poly(m) konstruiert werden kénnen. Die Graphen G,
besitzen die folgenden FEigenschaften:

o |V,|=m.
o Jeder Knoten besitzt genau B Nachbarn.

o Die Fxpansionseigenschaft gilt: Fiir jede Knotenmenge W C 'V, gibt es mindestens
1+min{|W|, |V,n—W|} Kanten, die einen Knoten in W mit einem Knoten aus V,,—W
verbinden.

Wir interpretieren die Knoten von G,,, als Reprasentanten der neuen Variablen z; 1, ..., Z; m,.
Fiir jede Kante {r, s} in G,,, fiigen wir jetzt die beiden Klauseln x;, V —z; s und —x;, V z; 5
als neue Klauseln zu ¢ hinzu. Die Formel ¢ besteht also insgesamt aus B>, m; = B- N
neuen Klauseln und m modifizierten alten Klauseln. Die Expansions-Eigenschaft der Gra-
phen G, zahlt sich jetzt aus:

Behauptung 10.1 Jede Wahrheitsbelegung, die eine grofitmdégliche Anzahl von Klauseln
von ) erfillt, erfillt alle neuen Klauseln.
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Beweis der Behauptung: Angenommen, eine Wahrheitsbelegung weist den Variablen
Til,.., Tim, unterschiedliche Wahrheitswerte zu. Wir definieren W = {j | x;; = 0} und
dementsprechend ist V,,, \ W = {j | z;; = 1}. Die Menge W habe, ohne Beschrankung
der Allgemeinheit, hochstens %% Elemente. Dann garantiert der Fakt, dass Gy, mindestens
1+ |W| Kanten mit einem Endpunkt in W und einem Endpunkt in V,,, \ W besitzt.

Wir flippen den Wahrheitswert der Variablen in W und erfiillen deshalb méglicherweise |W|
alte Klauseln nicht mehr. Im Gegenzug haben wir aber mindestens 1 + || neue Klauseln
erfiillen konnen. U

Offensichtlich ist ¢ genau dann erfiillbar, wenn ¢ erfiillbar ist. Wenn andererseits weniger
als a-m Klauseln von ¢ simultan erfiillbar sind, dann sind hochstens a-m+ B - N Klauseln
von Y simultan erfiillbar. Es ist aber N < 3m und deshalb sind in diesem Fall mehr als

(1—a)-m (1—a)-m —a
l—a)m=-— "7, B-N)> 2" B-N)= — — . B-N
(I1=a)m =gy (m+ B-N) 2 =g (m 4 B-N) = =g (m+ B - N)
Klauseln nicht erfillt worden. O

Aufgabe 108

Zeige, dass Lemma bereits fiir B =5 gilt.

Hinweis: Benutze das Ergebnis von Lemma Dann bleibt die Aufgabe, eine Formel mit bis zu B-
maligem Vorkommen ihrer Variablen in eine Formel mit hochstens 5-maligem Vorkommen ihrer Variablen
zu transformieren.

Fithre wiederum neue Variablen fiir solche Variablen ein, die zu haufig vorkommen. Da wir jetzt davon aus-
gehen, dass Variablen maximal B mal vorkommen, kébnnen wir mit einfacheren Graphen —im Vergleich zur
Konstruktion mit Hilfe von Fakt “erzwingen”, dass Kopien den gleichen Wahrheitswert annehmen.

Wir zeigen als nachstes, dass INDEPENDENT SET selbst fiir Graphen von beschranktem
Grad schwierig zu approximieren ist. Dazu reduzieren wir MAX-3SATp liickenerhaltend
auf INDEPENDENT SETp,;. (INDEPENDENT SET5 ist die Einschrankung von INDE-
PENDENT SET auf Graphen mit hochstens B Nachbarn pro Knoten.)

Lemma 10.6 Sei B € N vorgegeben. Dann gilt
MAX — 3SATp <, p INDEPENDENT SETjg;.

Beweis: Sei ¢ eine 3KNF-Formel, so dass jede Variable in héchstens B Klauseln auftritt.
Wir konstruieren einen ungerichteten Graphen Gy aus ¢, indem wir fiir jede Klausel eine
Gruppe von 3 Knoten (mit einem Knoten pro Literal) anlegen. Wir setzen Kanten wie
folgt ein:

- Je zwei Knoten einer Gruppe werden verbunden.

- Knoten verschiedener Gruppen werden genau dann verbunden, wenn die beiden Kno-
ten einem Literal und seiner Negation entsprechen.

Offenbar ist jeder Knoten von Gy mit hochstens B — 1 ,negierten Knoten® aus anderen
Klauseln und mit maximal zwei Knoten aus der Klausel verbunden. Folglich besitzt jeder
Knoten in G4 hochstens B 4 1 Nachbarn.
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////@
K={z,—xVwy,y} = @ ‘ /@

_

Abbildung 10.1: Die Konstruktion des Graphen G4

Sei U eine unabhangige Knotenmenge in G. Dann besitzt U offensichtlich hochstens einen
Knoten pro Gruppe. Da die Literale, die Knoten aus U entsprechen, simultan auf wahr
gesetzt werden konnen, gibt es mindestens |U| simultan erfiillbare Klauseln. Da es aber
auch andererseits fiir jede Menge von u erfiillbaren Klauseln eine entsprechende unabhén-
gige Menge der Grofie u gibt (warum?), stimmt die maximale Anzahl simultan erfiillbarer
Klauseln tiberein mit der Grofle der grofiten unabhéangigen Menge. g

Korollar 10.7 Es gelte P # NP.
Die Probleme MAX-8SATs, VERTEX COVER und INDEPENDENT SETg besitzen keine

polynomiellen Approximationsschemata.

Beweis: Wir erhalten aus Lemma und der darauf folgenden Ubungsaufgabe, dass
MAX-3SATj5 kein polynomielles Approximationsschema besitzt. Auch INDEPENDENT
SETg besitzt deshalb gemafl Lemma kein polynomielles Approximationsschema. Die
Behauptung fiir VERTEX COVER ist als Ubungsaufgabe gestellt. U

Aufgabe 109

Zeige die folgende Aussage: Sei L € A'P. Dann kénnen wir fiir jede Eingabe w deterministisch in poly-
nomieller Zeit einen Graphen G,, und eine Zahl k,, bestimmen, so dass es eine Konstante § > 1 mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

- Fir w € L besitzt G, eine Knotentiberdeckung der Gréfle hochstens k.
- Fir w ¢ L besitzt jede Knoteniiberdeckung mindestens ¢ - k,, Knoten.

Hinweis: Betrachte den Beweis von Lemma [10.6]

Aufgabe 110
Gehort INDEPENDENT SETg zur Klasse APX?

Wir kommen jetzt zu dem zentralen Ergebnis dieses Abschnitts.

Satz 10.8 Es gibt € > 0, so dass sowohl CLIQUE wie auch INDEPENDENT SET keine

effizienten Approximationsalgorithmen mit Verlustfaktor n® besitzen.

Beweis: CLIQUE und INDEPENDENT SET sind dquivalente Probleme, da die Grofie
einer grofftmoglichen Clique in einem Graphen iibereinstimmt mit der Grofle einer grofit-
moglichen unabhéangigen Menge im Komplementgraphen. Wir konzentrieren uns deshalb
im Folgenden auf CLIQUE.
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Wir skizzieren zuerst die Idee und fithren das Graph-Produkt G = G X GG, fiir ungerichtete
Graphen Gy = (V1, Ey) und Gy = (Va, Es) ein. Insbesondere ist G = (V, E) mit V =V} x V;
und

E={{(u,v01), (u2,v2)} | {u1,u2} € Ev,{v1, 02} € En, }.

Wir nehmen an, dass sowohl G wie auch Gy alle Eigenschleifen ,{u,u}* enthalten. Man
iiberzeuge sich, dass

clique(Gy x Gg) = clique(Gh) - clique(Ga)
gilt, wobei clique(H) die Groe der grofiten Clique von H bezeichne. Insbesondere ist
clique(H)" = clique(H")

und es scheint, dass sich ein Approximationsfaktor v fiir den Graphen H in einen Appro-
ximationsfaktor v” fiir den Graphen H" iibersetzt.
Aufgabe 111

Zeige: Wenn CLIQUE nicht mit dem Faktor « effizient approximierbar ist, dann ist CLIQUE auch nicht
mit dem Faktor o? effizient approximierbar.

Leider aber ist dem nicht so, denn der Graph H" ist wesentlich grofer als der Graph H und
Approximationsalgorithmen dirfen auf der sehr viel groleren Eingabe H™ dementsprechend
mehr Laufzeit investieren. Wir bendtigen vielmehr das folgende Konzept, um einerseits
noch die FEigenschaften des Graphprodukts zu erhalten und um andererseits nicht die Grofie
des Produkt-Graphen hochzutreiben.

Definition 10.9 Seien n und k natiirliche Zahlen und sei 0 eine reelle Zahl. Ein (n, k, 6)-
Booster ist eine Menge B von k-elementigen Teilmengen von {1, ..., n}. Fir jede Teilmenge
ACH{L,...,n} gilt

A A
sy s <iresircay < (s
Wenn B die Menge aller k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} ist, dann ist (%)k die

(ungefédhre) Wahrscheinlichkeit, dass eine fixierte Menge 7' € B in der Menge A enthalten

ist.

Ein (n, k,)-Booster ermoglicht also eine gute Approximation der Grofie der
Menge A, solange wir die Anzahl der Boostermengen kennen, die in A enthalten
sind. Um die Anzahl der enthaltenen Teilmengen effizient bestimmen zu kénnen,
werden wir zusatzlich verlangen, dass der Booster aus nicht nicht zu vielen,
effizient konstruierbaren Teilmengen besteht.

Insbesondere bendtigen wir (n, k, d)-Booster fiir £ = O(log, n) und fiir kleines § > 0.

Fakt 10.2 Fir jedes k = O(logyn) und fir jedes § > 0 gibt es (n,k,d)-Booster, so dass
alle Teilmengen des Boosters in polynomieller Zeit in n konstruiert werden konnen. (Ins-
besondere haben diese Booster also nur polynomiell viele Teilmengen.)
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Sei G ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge {1,...,n}. Anstelle des Graphprodukts
G" betrachten wir jetzt das Booster-Produkt B(G), dessen Knoten den Teilmengen des
Boosters B entsprechen. Zwei Boostermengen S;,S; € B werden in B(G) durch eine
Kante verbunden, falls S; U Sy eine Clique in G ist. Das Booster-Produkt erfiillt seinen
Zweck, denn:

Behauptung 10.2 Fir jeden Graphen G und fir jeden (n,k,d)-Booster B gilt

clique (G) 5" - |B| < clique ( B(G) ) < (clique (G)

n n

( +6)*.|B|.

Beweis der Behauptung: Die Menge A C {1,...,n} sei eine grofite Clique in G. Dann
ist |A| = clique (G), und der Booster besitzt mindestens (M — )% .| B| Teilmengen
von A. Samtliche in A enthaltenen Boostermengen bilden aber eine Clique in B(G) und es
ist

clique (G)

— - §)" - |B| < clique ( B(G)).

(

Andererseits sei A" die grofite Clique in B(G). Wir definieren A als die Vereinigung aller
Mengen des Boosters, die den Elementen von A" entsprechen. Dann ist A offensichtlich eine
Clique in G und es ist |A] < clique(G). Der Booster besitzt also hochstens (% +0)%-|B| <

(M + 0)* - | B| viele Teilmengen von A. Wir haben also

clique ( B(G) ) = |A'| < |{T € B|T C A}| < (

chqu; (G) L o)k |B]

erhalten. O

Wir wissen mit Lemma [10.6] dass [an, fn]-gap-INDEPENDENT SETg ein N P-hartes
Problem ist. Also ist auch [an, An]-gap-CLIQUE, ¢ ein N'P-hartes Problem. Im Gap-
Problem fiir CLIQUE sind aber nur solche Graphen G interessant, fiir die

clique (G) < a-n oder §-n < clique (G).

gilt. Wir konstruieren einen (n,log, n, d)-Booster und das entsprechende Booster-Produkt
B(G). Als Konsequenz der Behauptung erhalten wir also

clique ( B(G) ) < (a+0)"%™ . |B| oder (B — 6§)&".|B| < clique (B(G)) .

Fiir ein geniigend kleines ¢ konnen wir also die Liicke von vorher g auf jetzt (g—;g)log?"
polynomiell amplifizieren. ]

In [Hal] wird sogar gezeigt, dass CLIQUE, fiir jedes ¢ < 0, keine effizienten n'~*-approxi-
mativen Algorithmen besitzt.

In COLORING ist ein ungerichteter Graph G gegeben und es wird nach einer Knoten-
farbung mit einer kleinstmoglichen Farbenzahl gefragt, so dass keine zwei benachbarten
Knoten in G die gleiche Farbe besitzen. Beachte, dass eine alternative Formulierung die
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Frage nach einer Zerlegung von G in eine kleinstmogliche Zahl unabhéngiger Mengen ist.
In [FK] wird gezeigt, dass auch COLORING keine effizienten n'~¢-approximativen Algo-
rithmen besitzt.

Diese Ergebnisse sind ein enormer Fortschritt, wenn man beachtet, dass fiir lange Jahre
sogar polynomiellen Approximationsschemata fiir CLIQUE nicht ausgeschlossen waren.
Allerdings ist unser Wissen immer noch sehr eingeschrankt:

- Angenommen, wir erhalten das Versprechen, daf ein gegebener Graph 3-farbbar ist.
Dann sind die besten effizienten Algorithmen bisher nur im Stande, eine Farbung mit
O(n%% -logn) Farben zu finden.

- Die besten effizienten Approximationsalgorithmen fiir INDEPENDENT SET errei-

chen nur den Approximationsfaktor O(log’én).

In beiden Fallen fehlen Resultate, die die Existenz effizienter Algorithmen ausschlieflen,
bzw. die Nicht-Existenz plausibel machen.

Aufgabe 112
Es gelte P # N'P. Zeige, dass COLORING keine effizienten %-approximativen Algorithmen besitzt.
Hinweis: Das 3-Farbbarkeitsproblem ist A/P-vollsténdig.

Aufgabe 113

Wir stellen die Probleme FEEDBACK VERTEX SET und FEEDBACK ARC SET vor, die in der Lsung
von Deadlock Problemen eine zentrale Rolle spielen.

In MINIMUM FEEDBACK VERTEX SET ist ein gerichteter Graph G = (V, E) gegeben. Gesucht ist
eine minimale Knotenmenge W C V| so dass W mindestens einen Knoten eines jeden gerichteten Zyklus
enthéalt. Die Herausnahme von W bricht somit alle Zyklen.

In MINIMUM FEEDBACK ARC SET ist ein gerichteter Graph G = (V, E) gegeben. Gesucht ist eine
minimale Kantenmenge A C F, so dass A mindestens eine Kante eines jeden gerichteten Zyklus enthélt.

(a) Zeige: VERTEX COVER <,p MINIMUM FEEDBACK VERTEX SET.
(b) Zeige: MINIMUM FEEDBACK VERTEX SET <,p MINIMUM FEEDBACK ARC SET.

Fazit: Auch fir MINIMUM FEEDBACK VERTEX SET und MINIMUM FEEDBACK ARC SET sind
keine polynomiellen Approximationsschemata zu erwarten.

10.3 Hastad’s 3-Bit PCP

Im PCP-Theorem wird gezeigt, dass jede Sprache verifizierbare Beweise besitzt, fiir die
die Nachfrage konstant vieler Beweishits gentigt, wenn logarithmisch viele Zufallsbits zur
Verfligung stehen. Geniigt die Nachfrage nach drei oder sogar nach nur zwei Beweisbits?
Zwei Bits sind unzureichend, denn:

Aufgabe 114
Zeige, dass

PCP(O(logn),2) =P

gilt. Hinweis: Eine Sprache L € PCP(O(logn),2) werde von dem Verifier V' erkannt. Versuche fur eine
Eingabe x eine 2-KNF Formel K, zu konstruieren, so dass K, genau dann erfiillbar ist, wenn es einen
Beweis gibt, der von V stets akzeptiert wird. Wir wissen, dass 2-SAT in polynomieller Zeit 16sbar ist.
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Andereseits gentigen tatséchlich drei Bits fast, denn:

Satz 10.10 Fiir alle Konstanten €,m > 0 und jede Sprache L € N'P gibt es einen Verifier
V', so dass

(a) V' nur drei Beweisbits x,y, z anfordert, mit O(logyn) Zufallsbits auskommit
(b) und Akzeptanz iber den Wert einer Summe - x + -y + v -z mod 2 entscheidet.

Weiterhin gibt es fir jede Eingabe w € L stets einen Beweis, der mit Wahrscheinlichkeit
1 — e akzeptiert wird. Ist hingegen w € L, dann wird jeder Beweis mit Wahrscheinlichkeit
hochstens 1/2 +n akzeptiert.

Aufgabe 115
Zeige: Wenn der Verifier in Satz [10.10| fir jede Eingabe w € L einen Beweis mit Wahrscheinlichkeit 1
akzeptieren wiirde, dann gilt P = N'P.

Wir geben keinen Beweis an, sondern untersuchen die Konsequenzen der Aussage. Zuerst
betrachten wir das Optimierungsproblem MAX-3LIN: Wir erhalten ein lineares Gleichungs-
system

A-x=>bmod 2.

iiber den ganzen Zahlen modulo zwei. Unsere Aufgabe ist die Bestimmung eines Vektors
x, so dass moglichst viele Gleichungen des Systems erfiillt werden. Was passiert, wenn wir
einen Vektor z zuféllig auswiirfeln? Jede einzelne Gleichung wird mit Wahrscheinlichkeit
1/2 erfiillt, und wir werden im Erwartungsfall die Halfte aller Gleichungen erfiillen.
Betrachten wir als Nachstes MAX-3SAT. Wenn wir eine Belegung zuféllig auswiirfeln, dann
werden wir eine bestimmte Klausel mit Wahrscheinlichkeit 7/8 erfiillen, da die Klausel von
sieben ihrer acht moglichen Belegungen erfiillt wird. Geht es besser? Uberraschenderweise
ist in beiden Féllen ,nicht mehr drin®

Satz 10.11 FEs gelte P # NP.

(a) Dann besitzt MAX-SLIN fiir jedes ¢ > 0 keine effizienten, 2 — e-approximativen
Algorithmen.

(b) Auch MAX-8SAT besitzt fir jedes € > 0 keine effizienten, 8/7 — e-approximativen
Algorithmen.

Beweis (a): Wir versuchen das N'P-vollstandige Erfillbarkeitsproblem zu losen. Wir wen-
den Satz[10.10]an und erhalten einen Verifier, der fiir jede Folge o von logarithmisch vielen
Zufallsbits akzeptiert, wenn die Gleichung

aa'xa+ﬁo'yo+70'zo:ba

fir die nachgefragten Beweisbits x,, y,, 2, erfiillt ist. Weiterhin wissen wir, dass die Ein-
gabe zu akzeptieren ist, wenn fast alle Gleichungen erfiillt werden, und zu verwerfen ist,
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wenn nur wenig mehr als die Hélfte aller Gleichungen erfiillt werden. Wenn wir MAX-
3LIN mit einem (2 — ¢)-approximativen Algorithmus lésen konnten, dann hétten wir das
Erfillbarkeitsproblem geknackt und das geht nun mal nicht.

(b) Wir reduzieren MAX-3LIN auf MAX-3SAT. Dazu schreiben wir jede Gleichung des
Systems A -z = b mod 2 als die Konjunktionen von vier Klauseln und erhalten statt des
linearen Systems eine 3KNF Formel ¢.

Wenn A -z = b mod 2 ,fast“ erfiillbar ist, dann sind auch fast alle Klauseln erfiillbar.
Sind hingegen nur wenig mehr als die Hélfte aller Gleichungen erfiillbar, dann sind bei m
Gleichungen ungefahr

m m 7 7
der 4m Klauseln erfiillbar. Und MAX-3SAT kann keine effizienten (8/7—¢)-approximativen
Algorithmen besitzen. O

Bemerkung 10.1 Beachte, dass wir den Beweis von Teil (b) durch eine lickenbewahrende
Reduktion zwischen den Gap-Versionen von MAX-3LIN und MAX-3SAT durchgefiihrt
haben: Die urspriingliche Liicke von fast einer Halfte wurde auf eine Liicke von fast einem
Achtel transformiert.

10.4 Parallel Repetition

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Untersuchung der Approximationskomplexitat von SET
COVER. Wir miissen einen ziemlichen Anlauf nehmen: Das Parallel Repetition Theorem
wird die zentrale Methode sein, die uns helfen wird.
Anwendungen des PCP-Theorems fiir die Nichtapproximierbarkeit sind umso stéarker je
kleiner der Soundness-Parameter « ist. Ein (7, ¢)-Verifier kann seine Soundness von « auf
a® senken, indem ¢ Anfragen k-mal sequentiell wiederholt werden. Der grofie Nachteil
dieses Vorgehens ist die um den Faktor k angestiegene Anzahl der Anfragen: In Hastad’s
3-Bit PCP war die Konstruktion eines Verifiers mit nur drei Anfragen und Soundness fast
1/2 der wesentliche Beitrag.
Wenn wir die Anzahl ¢ der Nachfragen unverédndert lassen wollen, bietet es sich an, alle k
sersten® Anfragen in einer ,Kombi-Anfrage® zu biindeln, die dann vom Prover mit einem
k-Bit String parallel beantwortet werden. Wir verfahren mit den k ,zweiten* ,dritten”,
. ,qten” Anfragen analog, bleiben also bei & Anfragen, haben aber die 1-Bit Antworten
des Provers auf k-Bit Antworten erhoht, was wir uns als Vergroflerung des Alphabets des
Provers vorstellen konnen. Uberraschenderweise ist die Alphabetvergroferung in vielen
Anwendungen unproblematisch, aber funktioniert dieses Vorgehen, d.h. wird der Soundness
Parameter tatsichlich von o auf o erniedrigt?
Die deprimierende Antwort ist nein, die Vergréflerung des Alphabets von einem auf k& Bits
ist das Problem. Fiir £ = 2 konnen wir uns vorstellen, dass sich das 1-dimensionale Format
des alten Beweises in ein 2-dimensionales Format &ndert: Fiir Anfragen (7, j) und (4,1) sind
jetzt Antworten (a,b) und (c,d) mit a # ¢ moglich, und der Verifier muss sich jetzt mit
nach seiner Ansicht inkonsisten Beweisen auseinandersetzen!
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Um dieses Problem in den Griff zu bekommen, betrachten wir 2-Prover Spiele.

10.4.1 2-Prover Spiele

Statt einem Verifier und einem Prover betrachten wir jetzt einen Verifier und zwei Prover.
Der Verifier formuliert genau eine Anfrage an den ersten und ebenfalls genau eine Anfrage
an den zweiten Prover. Der erste Prover antwortet mit einem Buchstaben aus dem Alphabet
31, der zweite Prover antwortet mit einem Buchstaben aus Alphabet 5. Die beiden Prover
diirfen sich vor Beginn der Rechnung absprechen, diirfen aber wéhrend der Rechnung nicht
mehr miteinander kommunizieren.

Wir sagen, dass eine Sprache L zur Klasse 2P ,(r) gehort, wenn es einen effizienten Verifier
V' gibt der fiir Eingaben der Lange n hochstens r(n) Zufallsbits anfordert. Es muss gelten:

(a) Vollstindigkeit: Wenn die Eingabe w zur Sprache L gehort, dann gibt es Beweise der
beiden Prover, so dass V' mit Wahrscheinlichkeit mindestens g akzeptiert.

(b) Soundness: Wenn die Eingabe w nicht zur Sprache L gehort, dann wird V' alle Beweise
mit Wahrscheinlichkeit hochstens a akzeptieren.

Obwohl wir den Verifier sehr stark eingeschrankt haben —es darf nur jeweils ein Beweisbit
nachgefragt werden— erhalten wir ein neues PCP-Theorem:

Satz 10.12 Es gibt o < 1 mit NP = 2P, ,(O(log, n)).

Beweis: Wenn L € 2P; ,(O(log, n)), dann rate zwei Beweise nichtdeterministisch. Falls
w € L werden wir zwei Beweise finden, so dass V' fiir alle polynomiell vielen Zufallstrings
akzeptiert. Falls w ¢ L werden wir mindestens einen Zufallsstring finden, fiir den V' nicht
akzeptiert. Da V ein effizienter deterministischer Algorithmus ist, haben wir einen effizi-
enten nichtdeterministischen Algorithmus fir L gefunden und L € N'P.

Fir die Umkehrung NP C 2P, ,(O(log, n)) geniigt der Nachweis, dass das N'P-vollstandige
3SAT Problem in 2P, ,(O(log,n)) liegt. Sei ¢ eine 3KNF-Formel. Wir wenden Satz
an und erhalten eine effiziente Transformation 7" mit den Eigenschaften:

- Wenn ¢ erfilllbar ist, dann ist auch 7'(¢) erfillbar.

- Ist ¢ nicht erfiillbar, dann ist hochstens ein Bruchteil o < 1 aller Klauseln von T'(¢)
erfiillbar.

Unser Verifier V' erwartet, dass der Beweis des ersten Provers eine erfiillende Belegung von
T(¢) ist, der erste Prover verwendet demgeméf das bindre Alphabet fiir die Beantwortung.
V erwartet vom zweiten Prover eine erfiillende Belegung fir jede Klausel von T'(¢); das
Alphabet des zweiten Provers hat also die Grofie acht.

V' wahlt eine Klausel und eine Variable der Klausel zufallig. Der erste Prover antwortet mit
dem Wert der Variablen, der zweite Prover mit der Belegung der Klausel. V' akzeptiert,
wenn beide Antworten konsistent sind und die Klausel erfiillt wird.
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Fall 1: ¢ hat eine erfiillende Belegung x. Die beiden Beweise, namlich die erfiillende Bele-
gung x und die Belegung = auf alle Klauseln eingeschrénkt, werden mit Wahrscheinlichkeit
1 akzeptiert.

Fall 2: ¢ ist nicht erfiillbar. Dann wird hochstens der Bruchteil a < 1 aller Klauseln erfillt.
Mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — a wird V' eine falsifizierte Klausel finden. Aber die
beiden Prover haben noch die Chance des Betrugs: Der zweite Prover konnte ndmlich eine
erfiillende Belegung der Klausel prasentieren! Mit Wahrscheinlichkeit 1/3 fliegt der Betrug
aber auf, da V' die Inkonsistenz bemerkt. Wir erreichen somit den Soundness-Parameter
1-152 <1 O

Wie sieht es jetzt mit der parallelen Wiederholung von Anfragen aus?

Satz 10.13 Das Parallel Repetition Theorem von Raz

Der Verifier V.- mdge Vollstindigkeit 1 und Soundness o erreichen. Die k-malige parallele
Wiederholung fiir Verifier V. fiihrt auf Vollstindigkeit 1 und Soundness héchstens (o/)*. Die
Konstante o hangt nur von a und den Alphabetgrifsen der beiden Prover ab; die Anzahl
der Anfragen bleibt bei Eins, die Anzahl nachgefragter Zufallsbits steigt auf k - r an.

Den komplizierten Beweis zeigen wir nicht.

Wir haben keine ,,perfekte* Reduktion des Soundness-Parameters erreicht, da der Sound-
ness Parameter auf (o/)* und nicht auf o® reduziert wurde. Dieses Ergebnis ist aber best-
moglich, insbesondere kann eine perfekte Reduktion nicht erreicht werden.

Bemerkung 10.2 Warum ist eine Reduktion des Soundness-Parameters von o auf o* im
Allgemeinen nicht moglich? Der Verifier V wihlt ein Paar (ry,72) € {0, 1}? zufillig aus und
sendet 7; an Prover i. Der Verifier erwartet von Prover i eine Antwort (7, r;) fir j € {1,2}
und akzeptiert, falls beide Antworten richtig und identisch sind.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit p akzeptiert V? Wenn beide Prover mit (1,7;) antworten,
dann ist p < %, da Prover 2 das Bit r; nicht kennt. Offensichtlich gilt p < % auch unter
der Bedingung, dass beide Prover mit (2,r3) antworten: Der Verifier akzeptiert also mit
Wahrscheinlichkeit hochstens 1/2.

Wir fithren & = 2 parallele Wiederholungen durch. Der Verifier wahlt also eine Folge
(r1,7r2, S1,82) von vier Bits zufillig aus und sendet (r1,79) an Prover 1 und (sp,s2) an
Prover 2. Diesmal erwartet V' Antworten der Form (i1,7;,,12, S;,) und akzeptiert, wenn
beide Antworten richtig und identisch sind.

Wir erwarten, dass der Soundness-Parameter auf hochstens 1/4 sinkt, tatsachlich bleibt
der Soundness-Parameter unverdndert auf 1/2. Dazu antwortet Prover 1 mit (1,7q,2,7;)
und Prover 2 mit (1, s9,2, s5). Der Verifier akzeptiert genau dann, wenn r; = so und dies
passiert mit Wahrscheinlichkeit 1/2.

Aufgabe 116
Welchen Wert des Soundness-Parameters kann der Verifier by k-maliger paralleler Wiederholung nicht
unterschreiten?
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10.4.2 LABEL COVER

Im Problem LABEL COVER modellieren wir unser Vorgehen in Satz[[0.12] Eine Instanz
von LABEL COVER besteht aus einem bipartiten Graphen G = (A U B, E), wobei alle
Kanten einen Knoten in A mit einem Knoten in B verbinden. Fir jeden Knoten v € AUB
ist eine endliche Menge L, von Markierungen und fiir jede Kante e = {a,b} mit a € A
und b € B ist eine Funktion f,;, : L, — L, gegeben. Unser Ziel ist eine ,Farbung® f4
der Knoten a € A (mit fa(a) € L,) sowie eine ,Farbung“ fp der Knoten in b € B (mit
fB(b) € L), so dass

[{e ={a,b} € E| fas(fala)) = f5(b)}]

moglichst grof ist: Die Knoten sind also so zu fiarben, dass die Endpunkte moglichst vieler
Kanten {a, b} konsistent, also geméafl der ,Bedingung® f,, gefirbt sind.

Bemerkung 10.3 Sei p eine Primzahl. Wir betrachten lineare Gleichungssysteme, die nur
aus Gleichungen der Form
Qij - T+ bij-y; =i

bestehen, wobei die Koeffizienten a; ; und b; ; nicht durch p teilbar seien. Unser Ziel ist die
simultane Erfilllung moglichst vieler Gleichungen.

Dieses Problem konnen wir als ein LABEL COVER Problem auffassen, wenn wir mit
L = {0,...,p — 1} als Menge der Markierungen und mit den Kantenbedingungen f; ;
durch f;;(z) = (cij — asj - ) - b, jl arbeiten: Die Knotenfarbungen f4 und fp entsprechen
Wertezuweisungen an die Variablen z; und z;, die nur dann eine Kantenbedingung erfiillen,
wenn die zugehorige Gleichung erfiillt ist.

Man beachte, dass die Kantenbedingungen sogar Permutationen sind. Man spricht deshalb

auch von eindeutigen Spielen.

Aufgabe 117
Zeige, dass die Frage, ob alle Kantenbedingungen eingehalten werden konnen, effizient beantwortet werden
kann.

In Satz haben wir einen effizienten Verifier V' fiir 3SAT im 2-Prover Spiel angegeben.
Wir haben eine 3KNF Formel ¢ in eine andere 3KNF Formel ¢ = T'(¢) transformiert, wobei
entweder alle oder nur der Bruchteil a < 1 aller Klauseln von ¢ erfiillbar ist. Desweiteren
besitze i genau n Variablen und m Klauseln. Nach k-maliger paralleler Wiederholung
von V stellt V' genau m* parallele Fragen nach k Klauseln und n* Fragen nach & in den
jeweiligen Klauseln auftauchenden Variablen; die Soundness sinkt auf héchstens (o).
Wir modellieren die k-malige Wiederholung von V' durch die folgende LABEL COVER
Instanz G = (AU B, E).

- Die Knoten in A entsprechen den (parallelen) Klausel-Anfragen von V' an Prover 2,
die Knoten in B den (parallelen) Variablen-Anfragen an Prover 1.

- Wir verbinden a € A und b € B mit einer Kante genau dann, wenn die Anfragen zu
a und b fiir mindestens einen Zufallsstring simultan gestellt werden.
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- Wenn die Fragen nach erfiillenden Belegungen der ¢-Klauseln K, ..., K dem Kno-
ten a entspricht, dann definieren wir L, als die Menge aller 7%, die Klauseln K
erfiillenden Belegungen. Fiir alle ,rechten® Knoten b € B ist L, = {0, 1}*.

- Fir jede Kante {a,b} € E setzen wir f,;(x) = y genau dann, wenn der Verifier
nach Erhalt der Antworten = (von Prover 2) und y (von Prover 1) akzeptiert. (Wir
benutzen hier, dass V' genau dann akzeptiert, wenn x die angefragte Klauseln erfiillt
und die Bits y konsistent mit x sind. Die Funktion f,; ist also eine Projektion.)

Jedes Paar von Beweisen definiert eine Knotenfdrbung und umgekehrt. Weiterhin stimmt
die relative Anzahl der Kanten, die kompatibel gefarbt sind, tiberein mit der Akzeptanz-
wahrscheinlichkeit. Also folgt:

Lemma 10.14 Sei k € N.
Wenn fiir Graphen mit O(n*) Knoten und Labelmengen L, der Grofie hichstens 2°%) eine
Klassifizierung in

- YES-Instanzen (alle Kantenbedingungen werden eingehalten) und

- NO-Instanzen (nur der Bruchteil o aller Kantenbedingungen wird eingehalten)
in Zeit poly(n) gelingt, dann kann jede Sprache L € N'P in Zeit poly(n*) akzeptiert werden.

Zusétzlich kann sogar noch gefordert werden, dass die LABEL COVER Instanzen G ge-
nauso viele linke wie rechte Knoten besitzen und dass alle Knoten in G den gleichen Grad
besitzen. Dazu benutzt man, dass MAX-3SAT} eine liickenschaffende Reduktion besitzt.
(3KNF? besteht aus allen 3KNF-Formeln, so dass jede Klausel in genau fiinf Klauseln vor-
kommt.) Die Klausel ¢ besteht dann aus m = 5n/3 Klauseln (mit insgesamt n Knoten)
und der von uns aufgebaute Graph hat deshalb m* = (5n/3)" linke und n* rechte Knoten,
jeder linke Knoten hat 3% rechte Nachbarn und jeder rechte Knoten hat 5* linke Nachbarn.
Jetzt erzeuge 3% Kopien fiir jeden linken Knoten, 5¥ Kopien fiir jeden rechten Nachbarn
und verbinde die Kopien entsprechend. Wir haben jetzt insgesamt jeweils (5n)* linke, bzw.
rechte Knoten und jeder Knoten hat (15)* Nachbarn.

10.4.3 SET COVER

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Wie kénnen wir eine SET COVER Instanz kon-
struieren, so dass es nur sehr wenige optimale Uberdeckungen gibt und alle anderen Uber-
deckungen sehr viel mehr Mengen benétigen? Fir ein Universum U wiirfeln wir ¢ Teil-
mengen Sp,...,5 C U aus, indem jedes Element v € U mit Wahrscheinlichkeit genau
1/2 aufgenommen wird. Wir vervollstdndigen das Mengensystem durch die Aufnahme der
Komplementmengen S, ...,S; und erhalten das System

S(U,t) ={S,51,...,5,5; }.

Wir haben genau t-viele 2er Uberdeckungen S;,.S;, wihrend mindestens | = ©(In(|U]))
Mengen notwendig sind, wenn kein komplementéres Paar in der Uberdeckung auftritt:
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Die erste Menge der Uberdeckung wird im Erwartungsfall genau die Halfte des Uni-
versums iiberdecken, die zweite Menge tiberdeckt ein fehlendes Viertel, die dritte
Menge ein fehlendes Achtel und so weiter.

Wir miissen LABEL COVER liickenerhaltend auf SET COVER reduzieren. Sei also G =
(AU B, E) eine LABEL COVER Instanz mit |A| = |B| = O(n*) und Labelmengen L, der
GroBe hochstens 200)

(*) Wir weisen den Kanten e = {a,b} € E disjunkte Universen U, mit |U.| = n* zu.
Desweiteren weisen wir e das Mengensystem S(U,,t) mit ¢t = |L,| zu. Es ist also

S(Uest) ={Sey [y € Ly } U{Sey |y € Ly }.

(*) Das Universum fiir unsere SET COVER Instanz ist U = U.cp U..

(*) Jedes Paar (a,x) (mit a € A und = € L,) und (b,y) (mit b € B und y € L) erzeugt
genau eine Teilmenge S, ;, bzw. S, in unserer SET COVER Instanz, ndmlich

Suz= U Sey und Sy, = U Se.y

a ist Endpunkt von e; fe(z)=y b ist Endpunkt von e

Haben wir eine liickenerhaltende Reduktion erreicht, wenn unser System von Teilmengen
genau aus den Mengen S,, (fir a € A und z € L,) und S, (fir b € B und y € L)
besteht?

Fall 1: Es gibt Knotenfarbungen f4, fp, die alle Kantenbedingungen einhalten. Wir wéhlen
genau die Mengen S, r, (o) und Sy s,y aus: Wenn e = {a,b} eine Kante ist, dann ist
die Kantenbedingung f.+(fa(a)) = fp(b) erfillt. Also gilt S ) C Sa,fa(a) Wie auch

Se.fo®) S Sb.ra()-
Wir haben U, fiir jede Kante e und damit auch U iiberdeckt, wobei wir hochstens O(n*)
Mengen benutzen.

Fall 2: Alle Knotenfirbungen fy4, fz halten hochstens den Bruchteil o aller Kantenbedin-
gungen ein.

Behauptung 10.3 Sei | = O(log, |U|) die Mindestanzahl von Mengen in einer Uberde-
ckung einer Mengen U,, wenn kein komplementdires Paar von Mengen in der Uberdeckung
benutzt wird.

Dann besteht jede Uberdeckung aus mindestens (I - n*) Mengen fiir k = ©(loglogn).

Beweis: Fiir eine optimale Uberdeckung & von U und einen Knoten v sei
A, = {5y | Sy wird in U benutzt }.

Betrachte die Menge gering aller Knoten v mit |A,| < [/2. Wenn a € gering N A und
b € gering N B durch eine Kante in G miteinander verbunden sind, dann besitzen A, und
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Ay ein komplementéres Paar: Es ist |A,| + |Ap| < ! und deshalb wird ein komplementéares
Paar zur Uberdeckung von U, (fiir e = {a,b}) benotigt.

Jetzt wihle zufillig genau ein Element aus jeder Menge A, fiir v € gering und farbe v mit
diesem Element. Fur jede Kante e = {a,b} mit a,b € gering ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Kantenbedingung zu e eingehalten wird, mindestens l/% : l/% = l%. Wenn E’ die
Menge aller Kanten zwischen Knoten zur Menge gering gehort, dann werden im Erwar-
tungsfall also mindestens 4"5' Kantenbedingungen eingehalten. Maximal kénnen aber nur
(’)* - |E| Kantenbedingungen eingehalten werden und

4. |E|
< (@) ||

folgt. Jetzt wihle k so, dass (/)% - 1?/4 < 1/2 ist, und wir erhalten |E’| < |E|/2. Wenn
aber die Kantenmenge E’ klein ist, dann sollte doch die Menge gering nicht zu grof3 sein!
Warum? Der Graph G ist reguldr. Wenn mehr als drei Viertel aller Knoten in A und mehr
als drei Viertel aller Knoten in B zu gering, dann ist |E'| > |F|/2.

Also gehort mindestens ein Achtel aller Knoten nicht zur Menge gering. Die Anzahl der
Mengen in der Uberdeckung U ist also mindestens Q(1 - n*). O

Wir haben die Liicke fir £ = O(log,log, n) erhalten kénnen, denn entweder reicht eine
Uberdeckung mit O(n*) Mengen oder mindestens Q(n* - log,(n*)) Mengen sind notwendig.
Wir wenden Lemma [10.14] an und erhalten als Konsequenz:

Satz 10.15 Wenn SET COVER o(log, N)-approximative Algorithmen fir Universen der
Grife N besitzt, dann kann jede Sprache L € N'P in Zeit n®U1°821€27) erkannt werden.

In [E] wird sogar gezeigt, dass (1 — o(1)) - In N-approximative Algorithmen unter der An-
nahme aus Satz [10.15] ausgeschlossen sind: Der Greedy Algorithmus ist optimal!

10.4.4 Die Unique Games Vermutung

Wir betrachten eine eingeschrinkte Version von LABEL COVER. Wiederum ist ein bi-
partiter Graph G = (A U B, E) gegeben. Diesmal erlauben wir nur eine endliche Menge
L von Markierungen fiir jeden Knoten, eine allerdings unerhebliche Einschrénkung. Wie
bisher sind ,Bedingungen® f,, : L — L fir jede Kante {a,b} € E gegeben, wobei wir
aber diesmal fordern, dass f,; stets eine Permutation ist. Wir sagen, dass Eingaben von
diesem Typ ein eindeutiges Spiel beschreiben.

Wir suchen Féarbungen fa: A — L und fg: B — L, so dass die Anzahl

opt = [{e = {a,b} € E [ fap(fala)) = f5(b)}]

der Kanten, deren Endpunkte , konsistent® gefarbt sind, moglichst groff ist. Wenn also eine
Kante konsistent gefarbt ist, dann legt die Farbe des einen Endpunkts stets die Farbe des
anderen Endpunkts eindeutig fest. Die Unique Games Vermutung besagt:
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Offenes Problem 6
Fiir jedes § > 0 ist es A"P-hart zu entscheiden, ob opt > (1 —¢) - |E| oder opt < 6 - |E| fiir ein eindeutiges
Spiel gilt.

Wenn die Unique Games Vermutung richtig ist, dann kann gezeigt werden, dass
e VERTEX COVER fiir kein € > 0 effiziente (2—¢)-approximative Algorithmen besitzt.

e Weiterhin kann der beste, von effizienten Algorithmen fir MAX-CUT wie auch fiir
MAX-2SAT erreichbare Approximationsfaktor exakt bestimmt werden.

(In MAX-CUT ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) gegeben. Die Knotenmenge V' ist
so in zwei disjunkte Klassen aufzuteilen, dass die Anzahl ,kreuzender* Kanten maximal
ist.)

Ist die Unique Games Vermutung richtig? Die Antwort ist natiirlich nicht bekannt. Aller-
dings wurde gezeigt, dass das Entscheidungsproblem in Zeit gnPet ) gelost werden kann.
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Kapitel 11

NP C PCP(poly(n),O(1))

Der Beweis von Satz ist sehr umfangreich. Wir beschrianken uns auf den Beweis des
folgenden, deutlich schwacheren Resultats.

Lemma 11.1 NP C PCP(poly(n), O(1)).

Zwar ist diese Aussage fiir Anwendungen in der Approximationskomplexitit zu schwachﬂ
aber trotzdem ist das Ergebnis tiberraschend: Ein Verifizierer mit unbeschrianktem Zugang
zu Zufallsbits kann sich von der Richtigkeit eines Beweises durch die Inspektion konstant
vieler Beweisbits tiberzeugen!

Beweis von Lemma Es geniigt zu zeigen, dass die N'P-vollstandige Sprache 3-SAT
in PCP(poly(n),O(1)) liegt. (Warum?)

Sei ¢ = Aj_; k; eine 3KNF Formel mit den Klauseln ki, ..., k,. Wir arithmetisieren die
Klauseln k; von ¢, d.h. wir iibersetzen Klauseln in Polynome. Dazu tiberfiihre das Literal
x; (bzw. —z;) in den Ausdruck (1 — ;) (bzw. x;) und ersetze die Boolesche Operation
ODER durch die Multiplikation. Wir erhalten also fiir jede Klausel k; ein Polynom p; vom
Grad drei, so dass fiir jede Belegung (a1, as, az) der Variablen von k; gilt:

(a1, aq,a3) erfillt k; < p;(ar,as, as) = 0.

¢ ist offenbar genau dann erfiillbar, wenn es eine Belegung im Korper ZZ, gibt, so dass
die Folge (p; | 1 < j < n) nach Auswertung der einzelnen Polynome die Null-Folge ergibt.
Zudem konnen wir im Korper ZZ, effizient Null-Folgen entdecken, denn:

Behauptung 11.1 Seiv € ZZ} vom Null-Vektor verschieden. Dann gilt

~ 1
prob,[> v - w; 0 mod 2] = 3

=1

'Beachte, dass exponentiell lange Beweise sich jetzt auszahlen, da der Verifier auf polynomiell viele
Zufallsbits zugreifen kann und mit ihrer Hilfe in verschiedenen Berechnungen exponentiell viele Positionen
nachfragen kann. Fir logarithmisch viele Zufallsbits konnen hingegen nur polynomiell viele Positionen
nachgefragt werden.

229
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Beweis: Warum ist das innere Produkt (v, w) mit Wahrscheinlichkeit 1 von Null verschie-
den? Sei O.B.d.A. v; # 0. Wir denken uns die Komponenten ws, ..., w, bereits gewéhlt
und beachten, dass dann v - wy = >}, v; - w; mit Wahrscheinlichkeit % gilt. O

Sei a = (ay,...,a,) eine (nicht notwendigerweise erfiillende) Belegung von ¢. Wir setzen
v = (pj(a) | 1 < j < n). Unser Ziel ist die Uberpriifung, ob a eine erfilllende Belegung
ist, d.h. ob v der Nullvektor ist. Wir betrachten deshalb das innere Produkt (v, w) von v
mit einem zuféllig ausgewiirfelten Vektor w. Die Komponenten von v sind an der Stelle a
ausgewertete Polynome vom Grad drei und (v, w) lasst sich somit als eine Summe tber
5 von konstanten, linearen, quadratischen und kubischen Termen auffassen:

(v, W) = ¢y ® Z a; D Z a;-a; @ Z a; - aj - a. (11.1)

i€S1(w) (4,7) €S2 (w) (4,3,k)€S3(w)

Beachte, dass die Mengen S;(w), S2(w) und S3(w) nur von dem zufilligen Vektor w und
von ¢ abhangen, nicht aber von der gewédhlten Belegung a; gleiches gilt auch fiir das Bit
¢w- Insbesondere kann ein Verifier die drei Mengen effizient berechnen, da er Zugang zu w
und ¢ hat.

Definition 11.2 Fiir Vektoren x € ZZ§ und y € ZZ% definieren wir das Tensorprodukt von
x und y als den Vektor x @ y € ZZ¢° mit

(T ®@Y)ij = Ti- Yy

Wenn wir statt der Mengen S;(w), Se(w) und Ss3(w) ihre Inzidenzvektoren a;(w), ae(w)
und a3(w) wahlen, dann erhalten wir die zu ([11.1]) d4quivalente Darstellung

w)=co ® (a,0(w)) & (a®6,amw)) & (a® (@®a),a5w)).
Es liegt also nahe, einen Beweis zu wéhlen, aus dem die Vektoren

A= ((a,2)|zeZy), B=((a®ay)|yecZ) und
C = (@®(@®a),2)|ze25")

abgelesen werden konnen.

Aufgabe 118

Zeige, dass A(z) - A(y) = B(x ® y) wie auch A(u) - B(v) = C(u ® v) fiir alle Vektoren z,y,u € ZZ§ und
vezZy gilt.

Diese Eigenschaft suggeriert bereits eine Uberpriifun% der Tensoreigenschaften von B und C' durch die
zufillige Wahl der Vektoren z,y,u € ZZ% und v € ZZ3 .

Wenn A, B bzw. C jeweils diesen linearen Funktionen entsprechen, dann programmieren
wir den Verifier wie folgt.

Algorithmus 11.3 Erfillbarkeitstest fiir eine 3KNF Formel ¢.
Sei a eine nicht notwendigerweise erfiillende Belegung von ¢. Der Beweis bestehe aus Funk-
tionstabellen fiir die linearen Funktionen

Ax) = (a,z), Bly)=(a®a,y) und C(z) = (a®a®a, z).
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(1) Der Verifier wihlt einen zufilligen Vektor w € ZZ3.
(2) Der Verifier berechnet ¢, Si(w), Se(w) und S3(w) aus w und ¢.

(3) Der Verifier fordert die Bits 3-;c s, (w) @i 22 (i,j)eSs(w) @i * @ UNd 300 7 1y (w) @ * @5 * Ak AN
und akzeptiert genau dann, wenn

Cw D Z a; © Z a; - a; O Z a; - aj-ap = 0.

i€S1(w) (4,7) €S2 (w) (4.3,k)€S3(w)

Wenn a = (ay,...,a,) eine erfilllende Belegung von ¢ ist, dann wird der Verifier stets

akzeptieren und anderenfalls mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 verwerfen. Allerdings

2
haben wir bisher vorausgesetzt, dass

(a) A die Wertetabelle einer linearen Funktionen ist und dass
(b) B=A® A sowie C = A® B gilt.

Wir miissen jetzt garantieren, dass der Verifier einen Beweis mit hoher Wahrscheinlichkeit
ablehnt, falls der Beweis gegen eine der beiden Anforderungen (a) oder (b) verstofit. Wir
betrachten zuerst einen Verstof gegen die Anforderung (b).

Algorithmus 11.4 Test auf Tensor-Eigenschaft

(1) Der Verifier wéhlt zuféllige Vektoren z,y € ZZ} und fragt die Werte A(x) und A(y)
von A an den Stellen z und y nach. Ebenso wird der Wert B(z ® y) von B an der Stelle
x ® y nachgefragt. Der Verifier verwirft, falls

Alz) - Aly) # Bz @y).

(2) Der Verifier wihlt zuféllige Vektoren u € ZZ3,v € Z° und fragt die Werte A(u) und
B(v) wie auch den Wert C'(u ® v) nach. Der Verifier verwirft, falls

A(u) - B(v) # C(u® )
und akzeptiert ansonsten.

Wir nehmen zuerst an, dass B = A ® A und dass C = A ® B. Beachte, dass in diesem
Fall A(z) - A(y) = B(x ® y) wie auch A(u) - B(v) = C(u ® v) und der Verifier akzeptiert
richtigerweise. Im verbleibenden Fall ist die Tensoreigenschaft verletzt und die folgende
Behauptung weist eine nur kleine Fehlerwahrscheinlichkeit nach.

Behauptung 11.2 A, B und C seien die Wertetabellen von lineare Funktionen (a, s1) :
LY — Dy, (b, 80) + ZZY° — Zy und (c, s3) : ZZ3" — Zy. Es gelte b# a®a oder ¢ # a®b.
Dann akzeptiert der Tensor Test mit einer Wahrscheinlichkeit von hdchstens %. Fine k-
malige Wiederholung fiihrt auf eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit von héchstens (%)k
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Beweis von Behauptung Wir weisen nach, dass der Tensor Test mit Wahrschein-
lichkeit mindestens i verwirft. Dazu nehmen wir zuerst an, dass B # A® A. Nach Annahme
ist A die Wertetabelle der linearen Funktion (a, s1) : ZZy — Z5 und B ist die Wertetabelle

der linearen Funktion (b, s,) : ZZ5° — Z,. Wir beachten

Ale)- Aly) = (a,0) {ay) =S a0 ay gy = 27 (0 ay)iy -y

.3

und
Blz@y)=(b,z@y) = ai-by-yy=x" - (bij)ij- -
i

Da wir B # A ® A angenommen haben, ist die Matrix (a; - a;);; — (b;j);; nicht die
Nullmatrix. Thr Kern hat somit die Dimension hochstens n — 1 und ein zufallig gewahlter
Vektor gehort mit Wahrscheinlichkeit mindestens % nicht zum Kern. Es ist also

—_

prob[(a; - a;)i; -y = (bij)ij -yl < 5

Andererseits folgt

probl - (a; - a;)ij -y =" - (bij)ij -y | (ai-a;)ij-y # (big)ij-y] =3

bei fest gewahltem Vektor y mit Behauptung|11.1] Damit wird also der Tensor Test in die-
sem Fall mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens i verwerfen. Ein analoges Argument

weist dieselbe Fehlerwahrscheinlichkeit auch im Falle ¢ # a ® b nach. O

Wir behandeln die letzte vorhandene Versto3-Moglichkeit, ndmlich den Fall, dass A nicht
die Wertetabelle einer linearen Funktionen ist. Tatséchlich konnen wir mit konstant vielen
Anfragen Verstole gegen die Linearitdt im Allgemeinen nicht feststellen. Kénnen wir aber
zumindest schwere Verstole gegen die Linearitét feststellen?

Definition 11.5 Seien fi, fo : ZJ* — ZZ5 vorgegeben und sei 6 € [0,1]. Dann heiflen f;
und fy d-nahe, falls

[ {z e Z3" | fi(z) # falz)} [ <627
f1 heifit d-linear, falls es eine lineare Funktion f, gibt, so dass f; und f5 d-nahe sind.
Die Algorithmen und fragen konstant viele Funktionswerte der Funktion A nach.
Wenn aber die im Beweis représentierte Funktion ¢-linear ist und wenn % wesentlich grofer
als die Anzahl der Anfragen ist, dann nehmen unsere Protokolle die Funktionen ,als linear

wahr®. Das folgende Protokoll wird die d-Linearitéit bei geniigend hédufiger Wiederholung
mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig feststellen.

Algorithmus 11.6 Test fiir J-Linearitét.
Die Eingabe bestehe aus einer Funktion f : ZZ§ — Z,.
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(1) Der Verifier wahlt zufillige Vektoren x,y € ZZJ.

(2) Der Verifier fragt nach den Funktionswerten f(z), f(y) und f(z @ y) und akzeptiert
genau dann, wenn f(z) ® f(y) = f(z @ y).

Behauptung 11.3 Sei d < % und fir die Funktion f: Z2} — Zy gelte

prob,, [ f(z) # /(@) & f(y)] < 3. (11.2)
Dann ist f 0-linear.

Beweisskizze von Behauptung Wir miissen zeigen, dass f d-linear ist und kon-
struieren deshalb eine lineare Funktion g, die d-nahe zu f ist. Wir setzen

g(z) =b < fiir mindestens die Hélfte aller y € Z' ist f(z ®y) ® f(y) = b.
Wir zeigen zuerst, dass f und g 6-nahe sind. Nach Definition von g gilt

1
prob,[ g(z) = fz ®y) © f(y) ] 2 5 (11.3)
fir jedes x € ZZ3. Fiir jedes x mit g(z) # f(x) folgt deshalb

prob, | f() £ [z ®4)® ()] 2
und wir erhalten 5

wenn f und ¢ sich auf mehr als § - 2" Vektoren unterscheiden. Da dies der Annahme der
Behauptung widerspricht, sind f und ¢ also -nahe. Um die Linearitéit von g nachzuweisen,
zeigen wir zuerst, dass die Abschétzung ((11.3)) verbessert werden kann. Wir behaupten
namlich, dass sogar

Pe =prob,[g(z) = fz+y) & f(y) ] =21 -6 (11.4)

fiir jedes x € ZZ§ gilt. Zum Nachweis fixieren wir # und erhalten zuerst

prob, [ f(x @y ®z) # f(x @y) © f(2) |,prob, [ flr @y @ 2) # fxD2)® f(y) | <

aus der Annahme der Behauptung. Mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 —4 gilt also f(z®
Y)Sf2)=fle@ydz) = f(r®2) @ f(y) und als Konsequenz ist
1-0 < prob, [flz®y) @ f(2) = fz@2)® f(y)]

= Y probfb=fz@y) @ f(y)] prob.[b= flz®2) ® f(2)]
be{0,1}

> prob[b=fzay) @ fly)]?

be{0,1}
= pi + (1 - px)2
p?g+pm'(1_px) denn Pz > %
Pz

0
2

IN
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und (11.4)) folgt. Die Behauptung des Lemmas ergibt sich jetzt aus der folgenden Ubungs-
aufgabe. 0
Aufgabe 119

Zeige mit Hilfe von (11.4), dass g linear ist.
Hinweis: In der Behauptung wird § < % gefordert.

Durch geniigend haufige Wiederholung von Algorithmus [I1.6] konnen wir also den Grad
der Linearitat entsprechend steigern. Die Strategie des Verifiers lasst sich jetzt vollstandig
beschreiben.

Algorithmus 11.7 Uberpriifung der Erfiillbarkeit einer Formel ¢.

Sei a eine nicht notwendigerweise erfiillende Belegung von ¢. Der Verifier nimmt an, dass
der Beweis aus Funktionstabellen fiir die linearen Funktionen

A(z) = (a,z), B(y) =(a®a,y) und C(z) =(a®a® a,z)
besteht. Der Verifier muss die Richtigkeit dieser Annahme tiberpriifen.
(1) Die Linearitét der Funktionen A, B und C' wird mit Algorithmus tiberpriift.
(2) Die Tensor-Struktur der Funktionen B und C' wird mit Algorithmus tiberprift.

(3) Der Verifier akzeptiert genau dann, wenn Algorithmus akzeptiert. Mit anderen
Worten:

- Der Verifier wéhlt einen zufélligen Vektor w € ZJ und berechnet c¢,,, Si(w), Se(w)
und S3(w) aus w und ¢.

- Er fordert die Bits
Z a;, Z CLZ"CLJ‘7 Z CLZ"CLJ‘ * Qg
€51 (w) (3,5)ES2(w) (3,7,k)€S3(w)

an und

- akzeptiert genau dann, wenn
Cpw D Z a; P Z a; - a; d Z a; - aj-ap =0
i€S1(w) (Z7J)652(w) (i,j,k)eS;;(w)

gilt.

Wir konnen jetzt dn Beweis von Lemma abschliefen. Algorithmus arbeitet in
polynomieller Zeit. Seine Korrektheit folgt aus der Korrektheit der aufgerufenen Algo-
rithmen. Da jeder dieser aufgerufenen Algorithmen nur konstant viele Beweisbits nach-
fragt, werden somit insgesamt nur konstant viele Beweisbits nachgefragt: 3-SAT liegt in

PCP(poly(n),O(1)). O

Bemerkung 11.1 Beachte, dass der ,erfolgreiche” Beweis aus den drei Funktionstabellen
besteht. Dieser Beweis hat exponentielle Lange!
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